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PRÉFACE. 



On a souvent reproché, dans ces dernières années, 
à l'Enseignement mathématique secondaire d'être 
- trop abstrait et de négliger les sciences d'expérience 
*\ et d'observation comme la Mécanique et la Cosnio- 
•V graphie qui, en mettant les élèves à même d'appliquer 
;.''■ à des problèmes pratiques les connaissances qu'ils 
';;. acquièrent en Géométrie, en Algèbre, en Trigonomé- 
trie, les habituent aux. calculs numériques, aux chan- 
.^ gements <l'unité si fréquents dans la Physique et 
l'Industrie, éveillent en eux l'esprit d'initiative, en 
un mot les préparent au milieu dans lequel la plus 
grande partie d'en Ire eux seront forcénn.'nl appelés à 
se développer. 

Le nouveau programme du 3i mai 1902 réalise, à 
J, ce point de vue, un grand progrès sur le précédent, 

^ en étendant l'enscignenïenl chî la Cinénialique el de 

•o 

la Mécanique, en le rapprochant de l'cnseigncnuMil. 
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des sciences physiques et en le mettant en harmonie 
avec les méthodes suivies dans les grandes écoles et 
dans TEnseignement supérieur. Ce programme étant 
ainsi conçu sur un type nouveau, nous avons pensé 
pouvoir rendre service en nous associant entre ma- 
thématicien et physicien, pour fournir aux profes- 
seurs et aux élèves les éléments d^un enseignement 
répondant, dans ses traits généraux, aux conditions 
que nous venons d'indiquer. 

Nous présentons, dans ce petit Volume, le dévelop- 
pement du programme commun aux classes de Pre- 
mière (latin-sciences et sciences-langues vivantes) 
portant sur les notions géométriques et la Ciné- 
matique. Le développement du programme de la 
classe de Mathématiques fait l'objet d'un second 
Volume. Nous nous sommes attachés scrupuleuse- 
ment au programme, en évitant la systématisation 
exagérée,, et çn choisissant toujours les applica- 
tions et les exemples les plus familiers aux élèves. 
Voici quelques détails sur la composition de ce Vo- 
lume. 

La partie géométrique relative aux vecteurs a été 
développée par des méthodes géométriques élémen- 
taires qui offrent l 'avantage d'habituer l'élève à rai- 
sonner directement sur l(\s objets eux-mêmes, tandis 
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que Tabus des méthodes de la Géoméirie analytique 
détruit l'intuition et l'esprit d'invention. 

Dans les principes de la Cinématique^ nous avons 
fait comprendre, par de nombreux exemples, larela- 
tivité de la notion de moin>enient, et nous avons sup- 
primé complètement les mots mouvement absolu. 
Pour la notion de temps, nous avons donné quelques 
développements sur l'égalité, l'addition, la multipli- 
cation et la division du temps, sur Tunité de temps 
et sur le pendule considéré comme instrument de 
mesure du temps. 

L'exposition de la Cinématique du point se trouve 
simplifiée, grâce à l'heureuse idée qu'on a eue d'intro- 
duire franchement là notion de dérivée dans les élé- 
Hïénts ; il est alors aisé de définir, d'une façon précise, 
' d'abord le vecteur vitesse, puis le vecteur accélé- 
ration, considéré, par ^intermédiaire de IMiodo- 
graphe, comme la vitesse de la vitesse. 

Pour les mouvements élémentaires d'un solide 
(translation, rotation, mouvement hélicoïdal), nous 
avons donné des définitions et une étude rigoureuses, 
puis nous en avons indiqué des exemples familiers 
tirés des objets usuels. Dans l'explication de la réali- 
sation pratique de ces mouvements, nous avons donné 
des figures représentant des glissières, des arbres et 
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des coussinets, des pivots et des crapaudines, des vis 
et des écroiis; mais il est évident que le professeur 
ne devra pas se contenter de figures, ni même de 
modèles, mais qu'il devra montrer aux élèves com- 
ment ces mouvements sont obtenus dans les ma- 
chines usuelles : voiture, bicyclette, automobile, 
locomotive, et dans les appareils de Physique. 

Enfin, pour le changement du système de compa- 
raison, nous nous sommes limités, comme l'indique 
le programme, aux trajectoires et aux vitesses, le 
théorème de Coriolis devant être réservé pour l'En- 
seignement supérieur; puis nous avons donné des 
applications tirées de mouvements usuels qui suggé- 
reront de nombreux exercices du même genre. 

Nous avons d'ailleurs, à la fin de cette seconde 
édition, ajouté des énoncés de problèmes, avec 
quelques indications sur les solutions. 

1*' mai 1905. 

P. Appkll. 

J. CliAPPLIS. 
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NOTIONS GÉOMÉTRIQUES; VECTEURS; 
PROJECTIONS ; MOMENTS. 



I. — SEGMENTS SUR UN AXE OU UNE LIGNE ORIENTÉS. 



orienté. — Soit une droite fixe x^x {fig> i). 
Un mobile qui se déplace sur cette droite peut 

marcher dans le c:» , 

i*ig. I. 

sens x^x ou dans ., 



le sens a?iP^. Pour jc' > ' — — ; — *-; -^ 

,. . CL b b cx> 

distinguer com- 
modément ces deux sens, on appelle l'un d'eux 
sens positif, l'autre sens négatif. Convenons, 
sur la figure i, de prendre, comme sens positif, le 
sens xfx marqué par une flèche; le sens opposé xx' 
Appell et CHAPruis, Leçons de Mccan. clé m. i 
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sera négatif; un mobile allant de a en 6 marchera 
dans le sens positif; un mobile allant de ci en V dans 
le sens négatif. 

Imaginons, par exemple, une droite verticale 

fixe x/ X {fig. 2) et choisissons sur cette droite, 

comme sens positif, le sens de bas en haut 

P'8' ^- marqué par une flèche. Alors une pierre 

«f lancée verticalement d'un point A de cette 

Q droite vers le haut, marche d'abord dans 

le sens positif jusqu'à un certain point B, 

puis retombe en marchant dans le sens 

f^ négatif. 

Quand on a ainsi fixé un sens positif 
sur une droite, cette droite prend le nom 
à^axe orienté. 
Dans nos figures, lorsque nous aurons un axe ho- 
rizontal comme celui de la figure i, nous prendrons 
ordinairement, pour sens positif, le sens de gauche 
à droite : dé même sur un axe vertical comme dans la 
figure 2 nous prendrons, pour sens positif, le sens de 
bas en haut. 

2. Ligne courbe orientée. — On peut employer 
la même convention pour une ligne courbe quel- 
conque PS {Jig' 3) et distinguer les deux sens dans 
lesquels un mobile peut parcourir la courbe par les 
mots positif ou négatif. Par exemple, si l'on prend 
la ligne de chemin de fer de Paris à Strasbourg, on 
peut regarder comme positif le sens Strasbourg-Paris 
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(marqué par une flèche) et comme négatif le sens 
contraire. Alors un train allant de Paris P, à Nancy N, 

Fig. 3. 



N 



marche dans le sens négatif, et un train allant de 
Strasbourg S, à Avricourt A, marche dans le sens 
positif. 

3. Segments portés par un axe orienté. — 
Soit {fig* i) un axe orienté x'^, sur lequel le sens 
regardé comme positif est le sens marqué parla flèche. 
Prenons sur cet axe deux points a et b situés à une 
distance D l'un de Fautre ; D est un nombre qui ex- 
prime des centimètres, mètres, kilomètres suivant 
l'unité de longueur choisie; on appelle alors seg- 
ment ab la valeur numérique de la distance des deux 
points précédée du signe 4- ou du signe — , suivant 
qu'un mobile allant de a vers b marche dans le sens 
positif ou le sens négatif choisi sur l'axe. Ainsi sur 
la figure i on a 

segment ab = ->n\y\ 

si l'on prend sur la figure i les deux points a', b' à la 
distance D' l'un de l'autre, on a, au contraire, 

segment a' b' = — D', 
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car pour aller de a' à 6' il faut marcher dans le sens 
négatif. L'avantage de celte convention est que Ton 
indique en même temps la distance des deux points et 
leur position relative. 

Le point de départ a s'appelle V origine du seg- 
ment ab\ le point d'arrivée b V extrémité du seg- 
ment; en écrivant segment ab on écrit d'abord l'ori- 
gine, puis l'extrémité. 

4. Segments curvilignes sur une courbe 
orientée. — La même convention peut être appli- 
quée à une ligne courbe qu'on a orientée, c'est-à-dire 
sur laquelle on a choisi un sens positif. Ainsi eh pre- 
nant {fig> 3) la ligne de Paris à Strasbourg et en choi- 
sissant comme sens positif le sens Strasbourg-Paris 
on peut dire que le segment curviligne Nancy-Avri- 
court esl — Sg''", le signe — indiquant que pour aller 
de Nancy N, à Avricourt A, il faut marcher dans le 
sens négatif, et le nombre 69 indiquant la distance 
en kilomètres entre les deux stations. De même le 
segment curviligne Strasbourg-Nancy est -f-iSo'^"*. 

Notations. — Pour désigner un segment ab^ soit 
rectiligne, soit curviligne, on écrit d'abord la lettre a 
marquant le point de départ ou origine du segment, 
puis la lettre b marquant le point d'arrivée ou extré- 
mité du segment, et l'on surmonte le groupe des deux 
lettres d'un trait horizontal; le segment ab e$t ainsi 
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représenté par la notation 

ab. 

Ainsi, dans les exemples précédents, on écrira, en 
désignant Nancj, Avricourt, Strasbourg par N, A, S, 

NÂ=-59, 
SN =4-i5o. 

Il est évident, d'après ces conventions, que les seg- 
ments ab et ba sont égaux et de signes contraires, 
car la distance de a à 6 est égale à celle de 6 à a, mais 
pour aller de a à 6 il faut marcher en sens contraire 
du sens nécessaire pour aller de b à a. On a donc 

ab — — ba. 

Ainsi, dans la figure 3, 

NÂ = — 59, Ai\=-h59, 



NA= — AN, 

5. Théorème des segments. — Nous venons de 
voir que si l'on prend, sur un axe orienté, des points a 
et 6 on a 

et par suite 

a6 H- 6a = 0. 

D'une façon générale : LorsqiCon place, sur un 
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axe orienté ocf x^ n points a^ b^ c^ , , .^ h^ Xr, /, la 
somme des n segments consécutifs ab^ bc, . . ., AA*, 
A/, /a, déterminés sur cette droite par les points 
considérés, est toujours nulle, quelque soit l'ordre 
dans lequel ces points sont placés. 

Pour le démontrer, nous emploierons un point 

auxiliaire o placé 
^'^' ^* sur la droite x' x 

X* — . . . X à gauche de tous 

X — . -, 1 -X les points a, ©, c, 

rf, ..., ky l{Jig.4)' 

Considérons d'abord^ sur la droite x'x^ les trois 
points o, a, 6; deux cas peuvent se présenter suivant 
que le point b est à droite ou à gauche de a. 

Supposons, en premier lieu, que le point b soit à 
droite de a. Nous aurons 

(0 oa -\- au •= ob. 

Si nous supposons maintenant le point b à gauche 
de a, nous aurons 

o6 -4- 6a = oa^ 
d'où 

oa — 6a = ob 
ou 

oa -4- a6 = ob. 
La relation (i) existe donc dans les deux cas. Nous 
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pourrons donc écrire la suite d'égalités 

oa-\- ab =^ oh^ 
ob -^ bc = oc, 
oc -\- cd = odf 



ok -h kl = ol^ 
ol -^ la = oa. 



Si nous les ajoutons membre à membre, nous 
aurons, en faisant disparaître les termes communs 
aux deux membres, 

(2) a6 -h 6c H- cû? -h . . . -f- X:/ + /a = o, 

relation qui démontre la propriété énoncée. 

Cette équation (2) que nous venons d'établir 
rigoureusement pourrait être rendue évidente par le 
raisonnement suivant. Imaginons un promeneur qui 
parcourt l'axe orienté en partant de a, allant d'abord 
de a en 6, puis de b en c, puis de c en d^ . . . , de Ar 
en / et revenant enfin de / en a ; il est évident que la 
somme des distances parcourues dans un sens est 
égale à la somme des distances parcourues dans 
l'autre, ou encore que la somme algébrique des 
segments parcourus est nulle : c'est ce fait qu'ex- 
prime l'équation. 

La même relation (2) est vraie pour des segments 
curvilignes sur une courbe orientée. Ainsi il est évi- 
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denl (^fig^ 3) que 

PN H- NS -h SP = o. 

6. Abscisse d'un point sur un axe orienté. — 
Avec les conventions précédentes, on peut définir la 
position d'un point sur une droite par un nombre 
positif ou négatif, de telle façon qu'à chaque point 
de la droite réponde un seul nombre et à chaque 
nombre un seul point. Pour cela on commence par 
faire choix d'un sens positif sur la droite, le sens-^r'^r 
de gauche à droite par exemple i^fig* 5); puis on 
marque sur la droite un point fixe quelconque O 

appelé origine des 
^^' abscisses. Alors, pour 

^ définir la position d'uK 

o^a ô cu^ CL point a sur la droite, 

il suffit d'indiquer la 

valeur algébrique x du segment Oa ayant le point O 
pour origine et le point a pour extrémité. Cette 
valeur algébrique 

X = Oa 

s'appelle abscisse du point a. 

Chaque point a possède donc une abscisse bien 
déterminée. Inversement à chaque abscisse corres- 
pond un seul point : pour figurer le point a dont 
l'abscisse x est donnée, on portera à partir du 
point O une longueur égale à la valeur absolue de x 
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vers la droite ou vers la gauche suivant que x est 
positif ou négatif. 

Ainsi le pointai, dont l'abscisse est X\ = 1 1"", esl 
sur la droite Ox à une distance de n"™ comptée à 
partir du point O vers la droite, tandis que le point eza, 
dont l'abscisse est x^^=^ — 15"", esta une distance 
de i5""" comptée à partir de l'origine vers la gauche. 

Expression analytique d'un segment. — Soient des 
points a, 6, . . . sur un axe orienté. Prenons une ori- 
gine O sur l'axe et soient x et x^ les abscisses des 

extrémités a et 6 d'un segment ah\ on a i^fig* 5) 

ah = x' — x\ 

en effet, d'après la définition même des abscisses, les 

segments Oa et 06 sont égaux à :r et x^\ dès lors, en 
appliquant la relation générale (2) ci-dessus aux trois 
points O, a, 6, on a 



a6-+-60-4-Oa = o, ab — Oh — Oa^ 

c'est-à-dire 

ah = a?' — X. 

On a, par exemple, en millimètres, 



a, aj = — 1 5 — 1 1 = — 26. 

En partant de cette expression analytique d'un 
segment, on vérifie immédiatement que la relation ( 2 ) 
est une identité. 



lO 
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7. Position d'un point sur une courbe orientée. 
— En prenant une courbe orientée {fig' 3) et sur 
cette courbe un point fixe O comme origine des arcs, 
on peut de même définir la position d'un point quel- 
conque M sur la courbe par la valeur algébrique s du 
segment curviligne OM 



s = OM. 



C'est ce qu'on fait, par exemple, en Trigono- 
métrie pour définir l'extrémité d'un arc sur le cercle 
trigonom étriqué. 



n. — VECTEUUS; PROJECTIONS ET MOMENTS. 

8. Vecteurs. — On appelle vecteur une portion 
de droite AB, placée dans l'espace, ayant une origine 

ou point d'ap" 
'^' ' plication A et 

9 une extrémité^. 
Dans le langage 
et dans l'écri- 
ture , on place 
en premier Vori- 
gine A et en 
second Vextré- 
mité B. Dans les 
figures {fig. 6), on met ordinairement une flèche à 
l'extrémité. Un vecteur est donc défini complètement 
par son origine et son extrémité. 




vecteurs; projections et moments. Il 

On peut également définir un vecteur par les quatre 
éléments suivants : 

1" ^on origine o\x point d'application h.\ 

2* Sa direction, c'est-à-dire la droite indéfinie 
P'D qui le porte; 

3° Son sens, c'est-à-dire le sens dans lequel un 
mobile partant de A et suivant le vecteur décrit la 
droite D'D; 

4** Sa grandeur, c'est-à-dire la longueur AB me- 
surée avec une certaine unité. 

La grandeur P d'un vecteur est un certain nombre 
positif : quelquefois, dans une figure, on désigne un 
vecteur par la seule lettre P placée à l'extrémité ; ou 
encore, dans l'écriture, on désigne le vecteur en met- 
tant la grandeur P entre parenthèses et l'on dit le vec- 
teur (P) ; mais c'est là une façon sommaire de désigner 
un vecteur et qu'on .peut seulement employer quand 
il n'y a aucun doute sur son point d'application, sa 
direction et son sens. 

9. Projection d'un point sur un axe parallèle- 
ment à un plan donné. — Étant donné un axe x'x 
et un plan Q non parallèle à Vaxe, on appelle /?ro- 
jection d'un point A sur l'axe le point a d'intersec- 
tion de l'axe avec le plan mené par A parallèlement au 
plan Q {fig. 6). 

Projection d'un vecteur sur un axe orienté. — Soit 
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un vecteur AB dans l'espace. Considérons un axe 
orienté cd x et un plan Q non parallèle à l'axe. On 
peut projeter le vecteur sur l'axe parallèlement au 
plan Q : pour cela, on projette les points A et B sur 
l'axe en menant par ces points des plans parallèles au 
plan Q ; ces plans coupent l'axe aux points a et 6 ; le 

segment ab pris a{?ec son signe, sur l'axe orienté x'Xj 
s'appelle projection du vecteur sur x'x. Cette pro- 
jection X = aô est donc un nombre positif ou néga- 
tif, suivant le sens du segment ab\ ainsi, sur la 
figure 6, le sens positif de l'axe étant ;r'^, la projec- 
tion de AB est négative. La projection X peut être 
exceptionnellement nulle, si les points a et b coïnci- 
dent : pour cela, il faut et il suffit ou bien que le vec- 
teur AB soit lui-même nul (A confondu avec B), ou 
bien que le vecteur AB soit parallèle au plan Q. 

Si le plan Q est perpendiculaire à l'axe xfx^ la pro- 
jection est dite orMog'O/ia/e. 

10. Projections d'un point sur trois axes for- 
mant un trièdre. — Soient trois axes O a?, O^, Oz 
formant un trièdre. Pour projeter un point A de l'es- 
pace sur ces trois axes {fig* 7)7 on projette le point 
sur chacun des trois axes parallèlement au plan des 
deux autres. Ainsi, on mène par A un plan parallèle 
au plan yOz\ ce plan coupe l'axe Ox en un point a 
qui est la projection de A sur Ox. De même, on mène 
par A un plan parallèle au plan zOx et l'on obtient le 
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point a', projection de A sur Oy] enfin, on mène par 
A. un plan parallèle au plan xOy, et en prenant son 
intersection avec O^ on obtient le point a"j projection 

Fi g. 7. 



de A sur O^. Les trois plans que nous venons de me- 
ner forment, avec les plans j^Oz, zOx et^Oj^^, un 
parallélépipède que nous avons figuré (Jig» 7), dans 
lequel les points O et A sont aux deux extrémités 
d'une diagonale. 

Si l'on donne les trois projections a, a', a'^ d'un 
point A, on peut retrouver facilement le point : il 
suffit de construire le parallélépipède ayant pour arêtes 
0«, Oa', Oa" : le point cherché est le sommet de ce 
parallélépipède opposé à O. 

Projections d'un vecteur sur trois axes orientés for- 
mant un trièdre. — Soient trois axes x'Ox^ y'^Yi 
z'Oz partant d'un même point O et formant dans l'es- 
pace un trièdre (yî^. 8) : supposons ces axes orientés 



■JD 
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dans les sens respectifs x^ x^ y'y^ z'z. Soit, d'autre 

part, AB un vecteur. 
*^'8* ^* On peut projeter ce 

vecteur sur chacun 
des trois dji^s paral- 
lèlement au plan des 
deux autres. Pour 
cela, on construira, 
comme nous venons 
de le voir, -les pro- 
jections a, a', a" de 

l'origine A, et les projections 6, 6', b" de l'extrémité. 

Le segment ( Jig^ 8) 

X = a6, 

pris avec son signe, sera la projection du vecteur 
sur O^. 

De même, les segments 




Y = a'b\ Z = a'b' 

seront ses projections sur Oy et Os. Dans la 
figure 8, X est négatif, Y et Z positifs. 

Un vecteur donné AB a ainsi, sur les axes 0:r, Oy^ 
Os, trois projections qui sont des nombres positifs, 
négatifs ou nuls. 

Si le vecteur a une longueur nulle, il est évi- 
dent que ses trois projections sont nulles. 

Réciproquement, si les trois projections d'un 
vecteur sont nulles, ce vecteur est lui-même nul. 
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En effet, si X est nul, le vecteur est, ou bien nul, ou 
bien parallèle au planj^O^; si Y est nul, le vecteur 
est, ou bien nul, ou bien parallèle au plan zOx; 
enfin, si Z est nul le vecteur est, ou bien nul, ou bien 
parallèle au plan xOy] si donc X, Y, Z sont nuls à 
la fois, le vecteur est nul, car il ne peut pas être 
parallèle à la fois aux trois faces du trièdre Oxyz, 

Remarque. — Un vecteur est entièrement déter- 
miné quand on connaît le point d^ application et 
les trois projections du vecteur. En effet, suppo- 
sons qu'on connaisse le point d'application A et les 
trois projections X, Y, Z d'un vecteur; on peut 
d'abord construire {/ig* 8) les points a, a', a"^ pro- 
jections du point A sur les trois axes; on peut en- 
suite placer sur ces axes les trois segments aô^ a! b\ 

a'' b" respectivement égaux à X, Y, Z; les points 6, 
b'^ b" sont alors connus et le point B se trouve à l'in- 
tersection du plan mené par b parallèlement k yOz^ 
du plan mené par b' parallèlement à zOx^ et du plan 
mené par 6*^ parallèlement à xOy. 11 est donc connu. 

11. Quelques définitions. — Deux vecteurs 
sont identiques quand ils ont même origine, même 
direction, même sens et même longueur, c'est-à-dire 
quand ils se confondent. 

Deux vecteurs sont égaux ou équipollents quand 
ils ont même direction {Jig* 9), même sens et même 
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longueur, mais sans avoir pécessairement même point 

d'application. D'après cela, pour 
que deux vecteurs Pi et P2 de pro- 
jections respectives Xi, Y|, Z| et 
X2, Y2, Z2 soient égaux, il faut et 
il suffit que l'on ait 

(3) Xi = Xj, If, = Yj, Z] = Z}. 

Nous désignerons l'égalité géo- 
métrique de deux vecteurs P| et P2 par la relation 

(Pi) = (PO, 




Fig. 10. 



en mettant les vecteurs entre parenthèses : cette rela- 
tion unique est donc équivalente à 
l'ensemble des équations (3). 

Deux vecteurs sont égaux et 
opposés quand ils sont parallèles, 
de même longueur (fig. 10), mais 
de sens contraires; ils forment 
alors ce qu'on appelle un couple 
de vecteurs. Ce fait est exprimé par 

les relations suivantes entre les projections des deux 

vecteurs P| et Pa 

X| = — Xj, Yi = — Yj, Zi = — Zj; 

nous l'exprimerons, pour abréger, par la notation 

(Pi)=-(P,). 




Deux vecteurs sont égaux et directement oj • 
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posés quand ils sont égaux, opposés et dirigés sui- 
vant la même droite indéfinie {fig* 1 1)- 

12. Théorème des projections. — L'étude de la 
composition dès vecteurs néces- 
site l'emploi du théorème des pro- 
jections, dont on fait un fréquent / 
usage sous l'une quelconque des / 
trois formes suivantes : / 

/Al 

Théorème I. — La somme al- / 

gé brique des projections des j^ 

vecteurs formant les éléments / 
d'un contour polygonal fermé, J 
plan ou gauche, est nulle. * 

Soit le contour polygonal fermé 
ABCDEFA (Jig. 12). Projetons sur l'axe x^x ses dif- 

Fig. 12. 




férents sommets ; soient a, 6, c, rf, e^fces projections. 

Appkll et Ghai'PUIS, Leçons de Mécan, élém. 2 
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Nous imaginons que la ligne polygonale est dé- 
crite par un point mobile partant de A et rencontrant 
les différents sommets dans Tordre ABCDEFA, et 
nous regardons chaque côté comme ;in vecteur ayant 
pour sens le sens dans lequel il est décrit. 

Considérons maintenant, sur l'axe ic'j?, les seg- 
ments déterminés par les points a, 6, c, rf, e, /; 
on a, d'après le théorème général relatif aux seg- 
ments. 



ab -h bc -h cl -h de -^ ef -\- fa = o, 

mais les segments a6, 6c, , . ,^ fa sont en grandeurs 
et en signes les projections des vecteurs AB, BC, . . ., 

FA, éléments du contour. La 
'^' " ' propriété est donc démon- 

trée. 




6 C ^-^ Théorème II. — La somme 

algébrique des projections 
des éléments d^un contour 
polygonal, non fermé, plan 
ou gauche, est égale à 
éa projection de la résultante. 

Considérons le contour polygonal non fermé 
ABCDEF {Jig- i3). Nous imaginons, comme précé- 
demment, le contour polygonal décrit par un point 
mobile partant de A et rencontrant, par suite, les som- 
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mets dans l'ordre ABGDEF. On dit alors que A est 
Yorigine du contour et F son extrémité. Si Ton 
mène la droite AF qui joint l'origine A à l'extré- 
mité F, on dit que ce vecteur qui ferme le contour 
est la résultante des éléments du contour; A est son 
origine, F son extrémité. 

Si nous considérons le contour polygonal fermé 
ABCDEFA, nous avons, d'après le théorème précé- 
dent, 

ab -h ùc -h C(l -^ de -^ ef -¥■ fa = o, 
d'où nous tirons 

ab ->r bc -\- cd -{- de -^ ef = — /a, 



mais 



- J'a = af. 



par suite, 

ab -\- bc -^ cd -^ de -h ef = af ; 

la proposition est donc démontrée. 

Théorème III. — Lorsque deux contours poly- 
gonaux non fermés ont même origine et même 
extrémité, c'est-à-dire ont la même résultante, les 
sommes algébriques des projections des éléments 
des deux contours sont égales. 

C'est une conséquence immédiate de la proposition 
précédente, puisque ces sommes sont toutes deux 
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égales à la projection du vecteur qui ferme les deux 
contours. 

13. Somme géométrique ou composition des 
vecteurs ayant même origine. — Dans ce qui suit, 
nous considérons des vecteurs ayant même origine. 

Deux vecteurs. — Soient d'abord deux vec- 
teurs APj et APa d'origine com- 
mune A; par l'extrémité ?< de 

^2 R l'un des vecteurs menons un vec- 

\ y/^ \ teur P| R {Jig. i4), égal géomé- 

\ y/^ \ triquement à l'autre AP2. Le 

^ g vecteur AR d'origine A et d'ex- 
trémité R est la somme géomé- 
trique ou résultante des deux vecteurs donnés. On 
écrit 

(R) = (P,) + (PO, 

les parenthèses indiquant qu'il s'agit d'une égalité 
géométrique. 

La somme des deux vecteurs Pi et P2 est évidem- 
ment indépendante de l'ordre dans lequel on prend 
les deux vecteurs; si par l'extrémité P2 du deuxième 
on menait un vecteur P2R égal géométriquement au 
premier P|, on aboutirait évidemment au même 
point R, car la figure AP1RP2 est un parallélo- 
gramme; on peut donc écrire aussi 

(R) = (P,)-^(Pi). 
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La grandeur R du vecteur résultant se calcule 

immédiatement dans le triangle APjR; appelons Pj P2 
l'angle des deux vecteurs composants Pj AP2 ; Tangle 
AP|R est le supplément de cet angle; on a donc 

R« = PJ -f- PI -h a Pi P, ces ^Tp^. 

Détermination analytique de la résultante de deux 
vecteurs. — Prenons trois axes quelconques et appe- 
lons X|, Y^,, Z| et Xa, Y2, Z2 les projections des 
deux vecteurs APi et AP2, X, Y, Z celles du vecteur 
résultant AR. 

D'après le théorème des projections, si l'on consi- 
dère le contour polygonal APiR et le vecteur AR 
ayant même origine et même extrémité, la projection 
de AR sur un axe est égale à la somme des projec- 
tions des côtés AP| et P|R du contour; en projetant 
successivement sur les trois axes on a ainsi les trois 
équations 



X = X,-4-X2, Y=Y,-hY,, Z = Z,-^Z 



1 



qui définissent la résultante. 

Examinons quelques cas particuliers. Il peut arriver 
que l'angle des vecteurs P| et P2 soit nul : alors les 
deux vecteurs composants ont même direction et 
même sens; le vecteur résultant a également la même 
direction et le même sens, et sa grandeur est égale à 
la somme des grandeurs des vecteurs composants. 

Il peut arriver que l'angle des deux vecteurs donnés 
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soit de 180"; ces deux vecteurs ont alors des sens 
opposés {fig- i5). Le vecteur résultant AR a le sens 

du plus grand des deux 
. et pour longueur la dif- 
férence des deux lon- 



Fig. i5. 




gueurs. 

Il peut arriver enfin 

que les vecteurs P| et P2 
soient égaux et opposés ; alors leur somme est nulle : 
le point R coïncide avec le point A. 



Trois vecteurs. — Soient trois vecteurs P|, P2, P» 
d'origine commune A. Par l'extrémité P< du premier 
vecteur menons un vecteur V^ Q2 égal au deuxième P2, 

puis par le point Q2 un 
vecteur Q2R égal au 
troisième Pa (/'g'. 16). 
Le vecteur AR, d'ori- 
gine A et d'extrémité R, 
est la somme géomé- 
trique des trois vec- 
teurs donnés. Ce vec- 
teur est indépendant de 
l'ordre dans lequel on 
prend les trois vecteurs 
donnés, car le point R 
est le sommet opposé au 
point A dans le parallélépipède construit sur APi, 

A.i 2) A- r^ 8* 
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Pour exprimer que R est la résultante de P<, P^, 
P3, on écrit l'égalité géométrique 

(R) = (P,) + (P,) + {P8>. 

On peut remarquer que, pour obtenir R, on peut 
faire d'abord la somme de deux des vecteurs, puis 
composer cette somme avec le troisième. Par exemple, 
dans la figure 16, le vecteur AQ2 représente la somme 
géométrique de P.< et P2 et AR est la résultante de 
cette somme et de P3. 

Analjtiquement, appelons X|, Y|, Z| ; X2, Y2, Z2 ; 
X3, Yj, Zj les projections des vecteurs composants, 
Pj, P2, Ps et X, Y, Z celles du vecteur résultant R. 
Le vecteur AR fermant le contour polygonal AP<Q2R, 
sa projection sur un axe quelconque est égale à la 
somme des projections des côtés du contour sur le 
même axe. On a donc 

X ^ Xj -h Xj -p- X3, 
Y = Y, + Y,+ Y„ 
i* = Z| -+- Z) -\- L^, 

Il peut arriver que la somme géométrique soit 
nulle; cela aura lieu si le point R coïncide avec A; 
ilors X, Y, Z seront nuls. 

Cas général. — Soient n vecteurs P<, P2, . . ., P^ 
d'origine commune A. Par l'extrémité P| du pre- 
mier menons un vecteur P|Q2 (,fig» 17) égal au 
deuxième P2, par Q2 un vecteur Q2Q3 égal au troi- 



24 LEÇONS DE MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRE. 

sième P3, . . -, et ainsi de suite, par Q,,., un vec- 
teur Q«_|R égal au dernier P^. La droite AR est la 
somme géométrique ou résultante des vecteurs 

donnés. 

Cette somme est indépendante de l'ordre dans 
lequel on prend les vecteurs composants pour les 
porter bout à bout. Cela résulte de ce que Ton peut 

intervertir l'ordre 
^''^ *^' de^deux vecteurs 

composants con- 
sécutifs sans en 
allérerlçi somme: 
en effet, si l'on 
intervertissait P2 
et Pj, on aurait à 
mener par P^ un 
vecteur PiQ'j, égal 
à Pa, puis par Q^ 
un vecteur QÎ^Qs 
égal à P2; on arriverait ainsi au même point Qs, car 
la figure PiQaQsQ'a ^st un parallélogramme. Puis- 
qu'on peut intervenir deux vecteurs consécutifs, on 
peut les ranger dans un ordre quelconque sans 
changer leur somme géométrique. Ce fait résulte 
d'ailleurs immédiatement de la détermination analep- 
tique de la résultante. 

Si l'on appelle X|, ¥<, 7^; Xj, Ya, Z2; . . .; X/i, 
Yrt, Tin les projections des composantes, X, Y, Z 
celles de la résultante, le théorème des projections 
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donne 

X = X j -+- Xj -H . . . -|- X/i, 
Y = Y.-hY, H-...-I-Y», 
Z = Zj -H Z] -!-• . .-I- Z/j. 

Ces valeurs X, Y, Z sont évidemment indépendantes 
de Tordre dans lequel on prend les composantes. 

On voit aussi que, pour faire la somme géomé- 
trique de vecteurs de même origine, on peut les par- 
tager en groupes d'une façon quelconque, faire la 
somme des vecteurs de chaque groupe, puis la somme 
de ces sommes. 

Pour exprimer que R est la somme géométrique 
de P<, P2, ..., Prt nous écrirons, en mettant des 
parenthèses, 

14. Différence géométrique ; décomposition 
d'un vecteur en vecteurs de même origine. — 
Dans certains cas on décompose un vecteur donné en 
vecteurs de même origine, c'est-à-dire qu'on déter- 
mine des vecteurs dont le vecteur donné est la résul- 
tante. Ce problème n'est pas déterminé sous cette 
forme générale, pas plus que ne le serait en Arithmé- 
tique le problème de décomposer une somme en 
parties; nous allons en examiner quelques cas parti- 
culiers. 

1 ^ Décomposer un vecteur R en deux composantes, 
connaissant l'une de ses composantes. — Soit AR un 
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vecteur (yî or. i8), APi une de ses composantes; l'autre 
composante APj sera égale au vecteur P| R. Ce vec- 
teur P2 qui, ajouté géométriquement à Pi, donne le 

vecteur R, s'appelle 
\di différence géomé- 

P2 ^ -^R trique de R et P| et 

y 1 j/^l Ton écrit 

/ 1/ ! (P.) = (R)-(ï'i); 

„♦ r^ ± cette relation peut 

•Pi a Pi , * 

alors être considérée 
comme une conséquence de la relation 

(R) = (Pi)-+-(Pî). 

On peut construire aussi P2 en remarquant que Pj 
est la résultante de R et d'un vecteur ( — Pi) égal et 
opposé à P|. 

Si l'on prend trois axes, O^, Oj^, 0«, et si l'on 
appelle X, Y, Z les projections du vecteur R, Xi, 
Yj, Zj celles du vecteur Pj, le vecteur Pa, différence 
géométrique de R et Pj, a pour projections les dif- 
férences des projections de ces vecteurs 

2° Décomposition d'un vecteur suivant deux direc- 
tions. — Soit un vecteur AR et deux directions dif- 
férentes Kx et Ky {fig* 19) qui sont dans un même 
plan avec AR. On peut toujours, et d'une seule 
façon, décomposer AR suivant ces deux directions : 



pour cela il suflîi de mener par K des parallèles aux 

deux directions données et 

de prendre les points P(, 

Pi où ces parallèles coupent 

les droites indéfinies A.x et p^/ 

Ay ; les deux vecteurs AP( 

el APi répondent à la ques- 




3 " Décomposition d'an 
vecteur saivant trois direc- 
tions données. — Soient 
trois directions Ax, Ky 
et As, formant un Iricdrc 

{fig- 20); on peut toujours décomposer un vec- 
teur AR en trois autres dirigés suivant ces trois 
directions ; pour cela on 
mène parRdes plans paral- 
lèles respectivement aux 
trois plans y Kz, zKx, 
xKy; ces trois plans cou- 
pent les droites indélinies 
Aa:, A_7', Aaen trois points 
Pi, Pai Pa; les trois vec- 
teurs AP| , APj, AP) répon- 
dent à la question. 

15. Application; coor- 
données d'un point. — Nous avons vu qu'on peut 
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définir la position d'un point sur une droite à l'aide 
d'un nombre positif ou négatif appelé absciase du 
point. 

On peut de même définir la position d'un point 
dans un plan au moyen de deux nombres, V abscisse 
et V ordonnée, et dans l'espace, au moyen de trois 
nombres, Vabscisse, Vordonnée et la cote; ces 
nombres s'appellent les coordonnées du point. Leur 
définition est une application immédiate des consi- 
dérations précédentes. 

Point dans un plan. — Traçons dans le pian deux 
axes orientés J?'^, yy^ non parallèles, qu'on appelle 

axes de coordonnées 

Fig. QI. 

(Jlg- 21); soit O leur 
point d'intersection ap- 
pelé origine des coor- 
données. Pour définir 
la position d'un point A 
dans le plan, il suffit 
de définir le vecteur 
OA allant du point O 
au point A. Or ce vec- 
teur est, d*après ce qui précède, défini par ses deux 
segments projections Oa et Oa' sur Ox et Oy^ 

la projection sur chaque axe étant faite parallèlement 
à l'autre. Les nombres x et y s'appellent, le premier 
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V abscisse, le second V ordonnée du point A. D'après 
cela, à un point donné répond un seul système de 
coordonnées x q\. y\ inversement, à un système de 
valeurs de j? et j^ répond un seul point A qu'on 
obtient en construisant sur O^ et Oy les segments 

et prenant la somme géométrique des vecteurs Oa 
etOa'. 

Comme exemple, le point A' {Jig> ai), dont les 
coordonnées, en millimètres, sont j?i = ii°° et 
;>'< = — 1 5""", s'obtiepdra en portant sur O^, à droite 
de O, une longueur Oa< = ii""* et sur Oy, au- 
dessous de O, une longueur Oa, = i5°*™, et menant 
par les points a^ et a\ ainsi déterminés des paral- 
lèles aux axes de coordonnées qui se coupent en A^ 

Point dans l'espace. — Soient, comme dans la 

Fig. 22, 

.'/- "7 

jc' — > J L ^ -f -^l ao 

CLL/^ / A' 

iigure aa, trois axes orientés x'x, ^y, J z formant 
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les arêtes d'un trièdre de sommet O. Ces axes sont 
les axes de coordonnées; O est l'origine des coor- 
données. 

Pour définir la position d'un point A de l'espace, 
il suffit de définir le vecteur OA allant du point O 
au point A. Or ce vecteur est défini par les valeurs 
algébriques j?, y^ z des trois segments projections 

Oa, Oa', Ocf {fig* 22) : 



57 = a, yz=Qa\ z^=Oa'', 

Ces nombres x^ y, z sont les coordonnées du point ; 
le premier est V abscisse, le deuxième Vordonnée, le 
troisième la cote. On voit que chaque point A de 
l'espace a pour coordonnées un système unique de 
trois nombres Xj y^ z; inversement, à tout système 
de trois nombres Xj y^ z répond un seul point A 
qu'on obtient en prenant sur les trois axes les seg- 



Fig. a3. 



ments Oa, Oa', Oa" 
égaux k x^ y^ z et 
construisant l'extré- 
mité A de la somme 
géométrique des vec- 
teurs Oa, Oa', Oa". 



Exercice. -- Soii 
dans l'espace un vec- 
teur AB dont l'ori- 
gine A a pour coordonnées x^ y^ z par rapport à 
trois axes Ox^ Oy, Oz {fig> aS) et dont l'extrémité B 
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a pour coordonnées xf ^ y\ z'. On demande de cal- 
culer les projections X, Y, Z du vecteur sur les 
axes. 

On peut remarquer que les points a et 6, projec- 
tions de A et B sur Ox^ ont pour abscisses 



a: = Oa, ar'= 06; 

dès lors X, qui est égal au segment a6, a pour valeur 
(n** 6) x' — x\ on a donc 

X = iP — X, 
De même 

Là ^^ « — Z . 

On peut aussi rattacher directement ce résultai au 
théorème des projections en considérant la ligne 
polygonale OAB et remarquant que le vecteur OB 
ferme cette ligne. La projection de OB sur un des 
trois axes est donc égale à la somme des projections 
de OA et AB sur le même axe. On a ainsi 

d'où l'on tire immédiatement X, Y, Z. 

16. Sens positif de la rotation autour d'un 
axe orienté. — Soit un axe orienté A sur lequel on 
a fait choix d'un sens positif z' z indiqué par une 
flèche {Jig* 24). Imaginons un point M qui se meut 
dans l'espace en suivant une courbe quelconque C, 
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non située dans un même plan avec l'axe; on dit que 
le point tourne autour de l'axe dans le sens positif 

quand un observateur debout le 
Fig. a4. iQjjg jg l'axe, les pieds en z^ et la 

^x tête en 5, voit le point marcher de 

sa gauche vers sa droite. Dans le 
cas contraire, on dit que le point 
tourne autour de l'axe dans le sens 
négatif. 

Par exemple, si l'on pose une 

montre sur une table, le cadran en 

l'air, et si par le centre de la montre 

on mène un axe vertical, orienté 

positivement vers le haut, les extrémités des aiguilles 

tournent autour de cet axe dans le sens positif. 

Revenons au cas général et supposons l'axe z' z 
réalisé matériellement; puis prenons l'extrémité z de 

l'axe entre les doigts de la 
'^ ''*** main droite; le sens positif 

'^ est le sens dans lequel on 

tend naturellement à faire 
tourner l'axe entre les 
doigts. Ainsi, quand on 
veut faire tourner une tou- 
pie sur une table, on prend 
l'extrémité z de l'axe z' z 
entre les doigts de la main droite {fig^ 25), et on 
la fait naturellement tourner dans le sen*^ positif 
autour de la verticale ascendante z^ z. 
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17. Moment linéaire d'un vecteur par rap- 
port à un point. — Soit (yî^. 26) un vecleur P 
d'origine A et un point arbi- 
traire B de l'espace. Le mo- ^'S* ^^ 
ment linéaire du vecteur P ^ 
par rapport au point B est un 
autre vecteur BG d'origine B C 
ayant : i" une longueur BG I, 
égale numériquement au pro- '^ 
duit PS du vecteur par sa dis- 
tance S au point B; 2^ une 

direction perpendiculaire au plan BAP déterminé par 
le vecteur et le point B ; 3" un sens tel qu'um mobile 
parcourant le vecteur AP de A vers P tourne dans le 
sens positif autour de l'axe orienté BG. 

Ces définitions déterminent complètement le mo- 
ment linéaire BG. On peut remarquer que, si un 
mobile suivait le moment linéaire BG de B vers G, il 
tournerait aussi dans le sens positif autour de l'axe 
orienté AP. 

Quand on représente les longueurs et les vecteurs à 
la même échelle, ce que nous supposerons constam- 
ment par la suite, la grandeur PS du moment li- 
néaire BG est numériquement égale au double de 
l'aire du triangle BAP. 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à 
un point ne change évidemment pas quand on trans- 
porte ce vecteuF en un point quelconque de sa direc- 
tion sans altérer ni sa grandeur ni son sens. Si, 
Appell et Chappuis, Leçons de Alécan. élém, i 
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laissant la grandeur et la direction d'un vecteur 
invariables, on changeait son sens, son momenl 
linéaire par rapport à un point changerait lui-même 
de sens. 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à 
un point B reste le même en grandeur, direction et 
sens quand, laissant le vecteur invariable, on déplace 
le point B sur une parallèle au vecteur. 

La distance 8 se nomme le bras de levier ^du vec- 
teur relativement au point B. 

Cas où le moment linéaire d'un vectemr est nul. 
— Pour que le moment linéaire BG = P8 soit nul, il 
laut et il suffit que l'un des facteurs P ou 8 soit nul; 
donc il faut et il suffit, ou bien que le vecteur soit 
nul, ou bien que sa direction passe par le point B par 
rapport auquel on prend le moment. Ces deux cas 
sont précisément les seuls cas dans lesquels le 
plan BAP serait indéterminé. 

18. Théorème. — Le moment linéaire d^un 
vecteur AP par rapport à un point B est égal au 
moment linéaire, par rapport au même point, de 
la projection du vecteur sur un plan mené par A 
perpendiculairement à AB. 

Soient en effet (/î^. 27) un vecteur AP d'origine A 
et un point B ; menons par A un plan perpendiculaire 
à BA et appelons/? la projection orthogonale du vec- 



/ I 

/ / I 
/ / I 
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leur P sur ce plan ; il faut montrer que les deux vec- 
teurs P et /? ont même moment linéaire par rapport 
à B. En effet, ces deux mo- 
menls ont même grandeur, 
car les deux triangles BAP et ^ 

BA/? sont évidemment équi- 
valents dès qu'on leur donne 
comme base commune BA; 
ils ont même direction, car / 
ils sont perpendiculaires aux / 
deux plans BAP et BA/? qui / p"* / 

se confondent; ils ont aussi 

même sens, car un mobile suivant l'un ou l'autre des 
vecteurs AP ou A/? tourne dans le même sens autour 
d'une perpendiculaire élevée en B au plan BAP/?. 

19. Théorème fondamental. — Le moment 
linéaire y par rapport à un point, de la résultante 
de plusieurs vecteurs de même origine est égal à 
la somme géométrique des moments linéaires de 
ces vecteurs. 

Nous démontrerons d'abord le théorème pour deux 
vecteurs de même origine ; nous passerons de là au cas 
d'un nombre quelconque de vecteurs. 

Deux vecteurs. — Soient deux vecteurs concou- 
rants AP et AQ appliqués au point A, AR leur somme 
géométrique ou résultante {fig> 28). Prenons les 
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moments linéaires respectifs BG, BH, BK de ces trois 
vecteurs par rapport à un point quelconque B ; il faut 
montrer que le vecteur K est la somme géométrique 
des vecteurs G et H. Pour cela, menons par A un 

Fig. a8. 




plan II perpendiculaire à AB et appelons /?, q^ r les 
projections des trois vecteurs P, Q, B sur ce plan; 
comme la projection d'un parallélogramme est un 
parallélogramme, le vecteur r est la somme géomé 
trique des vecteurs/? et q. 

D'après le théorème I, les moments linéaires des 
vecteurs P, Q, R par rapport à B sont identiques à 
ceux des vecteurs /?, q^ r; ils sont donc égaux aux 
produits de /?, q^ r par BA et perpendiculaires aux 
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plans BA/>, BAgr, BAr dans le sens indiqué par la 
définition des moments linéaires. Ces trois moments G, 
H, K. sont évidemment dans un même plan II' per- 
pendiculaire à AB au point B. Cela posé, menons 
par B trois vecteurs BG', BH' et BK' respectivement 
parallèles aux vecteurs /?, q^ r, de même sens qu'eux 
et égaux aux produits de/>, y, r par BA : 

BG' = /?xBA, BH'=yxBA, BK'=/xBA. 

Ces trois vecteurs sont également dans le plan II'. 
La figure BG'K'H' est alors homothétique de Aprq, 
et, comme cette dernière est un parallélogramme de 
diagonale Ar, la première est un parallélogramme de 
diagonale BK'. 

Mais, maintenant, pour obtenir les trois moments 
linéaires BG, BH et BK de p, q, r, par rapport à B, 
il suffit de faire tourner l'ensemble des trois vec- 
teurs BG', BH', BK' d'un angle droit autour de BA 
dans le sens positif des rotations : donc BK est la 
diagonale du parallélogramme construit sur BG et BH, 
ce qui démontre le théorème. 

Nombre quelconque de vecteurs de même origine. 
— Soient n vecteurs P|, Pj, . . . , P^ ajant même ori- 
gine A, et R leur résultante. Construisons les mo- 
ments linéaires BG|, BG2, . . . , BG,» de ces vecteurs 
par rapport à un point B et soit BG le moment linéaire 
de R. Il faut montrer que BG est la somme géomé- 
trique de BG|, BG2, . . . , BGn. 
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On pourrait employer la même méthode que pré- 
cédemment en remplaçant tous les vecteurs par leurs 
projections sur le plan II mené par A perpendiculai- 
rement à AB, et remarquant que la projection de la 
résultante R sur ce plan est la somme géométrique 
des projections des composantes. 

Nous emploierons une autre méthode qui consiste 
à montrer que, si le théorème est vrai pourn — i vec- 
teurs de même origine, il Test pour n. Soit Q la résul- 
tante des n — I vecteurs P|, P2, . . ., Pn_i et BH son 
moment linéaire par rapport à B. Par hypothèse, BH 
est la somme géométrique de BG|, BG2, . . . , BG/^.^ 

(BH) = (BG,) -h (BG,)-H. . .H- (BG„-i). 

La résultante R des n vecteurs donnés P|, P2, . . ., 
Pfl s'obtient en composant Q avec P;,; donc le mo- 
ment linéaire BG de R est la somme géométrique des 
moments BH et BG;j de Q et de P„ 

(BG) = (BH)-+-(BG„). 

Il en résulte 

(BG) = (BGi; -h (BG,) -^ . . .H- (BG„), 

ce qui démontre le théorème. 

20. Système de vecteurs quelconques; somme 
géométrique ou résultante générale et moment 
résultant par rapport à un point. — Soient des 
vecteurs A^P^, A2Pa, • . • , A^jP^j placés d'une façon 



vecteurs; projections rt moments. 39 

quelconque dans l'espace ^fig. 29). Prenons un' 
point B quelconque, et faisons les deux constructions 
suivantes : 

1° Par le point B menons des vecteurs BP^ , BFjj, ..., 
BF^j égaux et parallèles aux vecteurs proposés, et 
construisons leur somme géométrique BR; ce vec- 
teur R est, par défi- 
nition, la somme géo- 
métrique ou résul- 
tante générale des 
vecteurs donnés rela- 
tivement au point B. 

2** Prenons les mo- 
ments linéaires BGi, 
BGa, . . . , BG;j des vec- 
teurs proposés par rapport au point B et construisons 
leur somme géométrique BH ; ce vecteur est, par défi- 
nition, le moment résultant des vecteurs donnés 
par rapport au pointa. 

A chaque point B de l'espace correspond ainsi une 
somme géométrique et un moment résultant. Quand 
le point B se déplace, la somme géométrique reste la 
même en grandeur, direction et sens, comme il résulte 
de sa définition même, mais le moment résultant 
change en général. 




Application à un système de vecteurs de même ori- 
gine. — Si l'on imagine en particulier un système de 
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vecteurs AP^, APa, . . ., AP^ ayant même origine, leur 
somme géométrique relative au point A n'est autre 
chose que leur résultante R, et leur moment résultant 
relatif au point A est évidemment nul. 

Pour tout autre point B, la somme géométrique 
des vecteurs considérés est égale à leur résultante R 
en grandeur, direction et sens; leur moment résul- 
tant BH par rapport au point B est, d'après le théo- 
rème précédent, égal au moment de leur résultante AB 
par rapport au même point : il est donc perpendicu- 
laire à la somme géométrique. 



Fig. 3o. 



21. Couple de vecteurs : axe d'un couple. — 
Appliquons en particulier les définitions précédentes 

à un système de deux vec- 
teurs P et P^ égaux, pa^ 
rallèles et de sens con- 
traires (^fig* 3o). Ce sys- 
tème de deux vecteurs 
s'appelle un couple de 
vecteurs. 

Soit B un point quel- 
conque de l'espace ; si 
l'on mène par ce point deux vecteurs BP' et BP'^ égaux 
et parallèles aux deux vecteurs donnés, leur somme 
géométrique est évidemment nulle. 

Cherchons, d'autre part, le moment résultant re- 
latif au point B; nous démontrerons que ce moment 
résultant est le même en grandeur, direction et 




Fig. 3i. 
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sens, quel que soit le point B choisi. Pour cela, 
remarquons que, si l'on a abaissé du point B des 
perpendiculaires BA et 
BA| sur les deux vec- 
teurs P et P|, le plan 
BAA| est perpendicu- 
laire à la direction ..^-^^'R^^ H' 
commune des vecteurs 
et les deux moments 
linéaires BG et BG^ 
des vecteurs par rap- 
port à B sont dans ce 
plan, ainsi que leur 
moment résultant BH. 

Prenons ce plan pour plan de la figure 3i, le vec- 
teur P étant supposé dirigé en avant du plan de la 
figure et le vecteur V^ en arrière. 

Le moment linéaire de P par rapport à B est un 
vecteur BG = P x AB situé dans le plan de la figure, 
perpendiculaire à AB, dans le sens indiqué. De même, 
le moment linéaire de P| par rapport à B est un vecteur 
BGi = P X A| B, car P| = P, perpendiculaire à A4 B. 
Le moment résultant BH est la diagonale du parallé- 
logramme construit sur BG et BG| ; ce vecteur est 
perpendiculaire à AAi et égal à P x AAi . En effet, 
si l'on faisait tourner le triangle BGH d'un angle 
droit autour de B, dans son plan, on l'amènerait dans 
la position BG'H', dans laquelle les côtés BGr' et Gr'H' 
seraient parallèles aux côtés AB et BA| de même 
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sens qu'eux et égaux aux produits de ces côtés par P ; 
le troisième côté BH serait donc amené aussi à être 
parallèle à AA4, de même sens que AA| et égal au 
produit P X AA| . Donc, avant la rotation du triangle, 
le côté BH était perpendiculaire à AA|, c'est-à-dire 
au plan du couple, et égal à'P x AA|. Il reste donc 
le même en grandeur, direction et sens, quel que soit 
le choix du point B. 

Le moment résultant d'un couple de vecteurs 
s'appelle Vaxe du couple. 

L'axe d'un couple est ainsi un vecteur défini en 
grandeur, direction et sens, mais non en position, car 
son point d'application est un point quelconque B de 
l'espace. Pour obtenir les éléments de cet axe (gran- 
deur, direction et sens), il suffit de prendre le moment 
résultant du couple par rapport à un point particulier, 
par exemple par rapport au point A« pris sur l'un 
des vecteurs Pf du couple; l'axe du couple est le 
moment résultant des deux vecteurs P et P^ par rap- 
port au point A| {Jig» 3i); comme le moment de P< 
est nul, l'axe se réduit au moment linéaire A| H< de P 
par rapport au point A| ; il est donc égal au produit 
de P par la plus courte distance AA| des deux vec- 
teurs, perpendiculaire au plan du couple et dirigé 
dans un sens tel qu'un mobile suivant AP tourne 
autour de A| H| dans le sens positif. La distance des 
deux vecteurs est le bras de levier du couple; la 
grandeur P x AAi de l'axe est le moment du couple. 
On peut remarquer que ce moment est égal à Faire 
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du parallélogramme construit sur les deux vecteurs 
du couple. 

Quand le moment d'un couple est nul, ou bien lo 
facteur P est nul et les deux vecteurs du couple sont 
nuls, ou bien le bras de levier AA| est nul et les deux 
vecteurs sont égaux et directement opposés. 

22. Moment par rapport à un axe. — Soit un 
axe z' z sur lequel on a fixé un sens positif, de z 
vers ^ par exemple, et un vecteur P appliqué au 
point A; le moment du vecteur par rapport à Vaxe 
est la valeur algébrique du moment linéaire de 
la projection du vecteur sur un plan perpendicu- 
laire à l'axe par rap- 
port au pied de Vaxe ^'^ ^'• 
sur ce plan. 

Menons , d'après cela 

^fië' ^^)j ^^ P^^^ quel- 
conque n perpendiculaire 

à l'axe, appelons O le pied 
de Taxe sur ce plan et ap 
la projection du vecteur 
AP sur ce plan. Le mo- 
ment linéaire de ap par 
rapport au point O est un 
vecteur Oh dirigé sui- 
vant 0«. Le moment de AP par rapport à l'axe est le 

segment OA, c'est-à-dire la longueur O A précédée du 
signe + ou du signe — suivant que OA est dirigé 
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dans le sens positif de Taxe ou en sens contraire. 
Dans la figure 32, ce moment est positif. 

Remarques sur la grandeur et le signe du moment 
d'un vecteur par rapport à un axe. — Soit S la plus 
courte distance du vecteur AP à l'axe; cette plus 
courte distance se projette en vraie grandeur sur le 
plan n, suivant la perpendiculaire OD à ap, La 
valeur absolue du moment O A par rapport à l'axe z^ z 
est égale à «/? x 8, c'est-à-dire au double de l'aire O ap ; 
quant au signe à donner à ce moment, il est H- ou — 
suivant qu'un mobile parcourant ap tourne autour 
de z^ z dans le sens positif ou le sens négatif des 
rotations. 

Si l'on désigne par 6 I angle du vecteur AP avec 
l'axe z' z^ on a évidemment ap = AP sin9. Le moment 
du vecteur AP par rapport à l'axe est donc aussi 
dz AP.S.sinO, où il faut prendre H- ou — suivant 
qu'un mobile allant de A en P tourne autour de z^ z 
dans le sens positif ou le sens négatif des rota- 
tions. 

Le moment d'un vecteur par rapport à un axe 
ne change pa^ quand on fait glisser le vecteur le 
long de la droite indéfinie qui le porte. En effet, 
cette opération ne change aucun des trois facteurs AP, 
S, sinO, ni le signe à prendre devant le produit. 

Si deux vecteurs sont égaux et directement 
opposés, leurs moments par rapport à un même 
axe sont égaux et de signes contraires. En effet, 
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les trois facteurs sont les mêmes pour les deux mo- 
ments; les signes seuls sont difTérents. 

Cas où le moment est nul. — D'après la dernière 
expression, le moment par rapport à un axe est le 
produit de trois facteurs : i** le vecteur donné; 2° sa 
plus courte distance à Taxe ; 3** le sinus de Fangle du 
vecteur avec l'axe. 

Pour que le moment soit nul, il faut et il suffit que 
l'un de ces facteurs le soit, c'est-à-dire : i** que le 
vecteur soit nul; 2° ou bien qu'il rencontre l'axe; 
3" ou bien qu'il soit parallèle à l'axe. 

Dans les deux derniers cas, le vecteur est dans un 
même plan avec l'axe; donc, pour qu'un vecteur ait 
un moment nul par rapport à un axe, il faut et il 
suffît : ou bien que le vecteur soit nul, ou bien qu'il 
soit dans un même plan avec l'axe. 

23. Théorème. — Le moment d'un vecteur, par 
rapport à un axe, est la valeur algébrique de la 
projection sur cet axe du moment linéaire du 
vecteur par rapport à un point quelconque pris 
sur l'axe. 

Soit {/ig. 32) un point quelconque B pris sur 
l'axe zfz'j construisons le moment linéaire BK du 
vecteur AP par rapport au point B, et projetons ce 
vecteur en BAr sur l'axe. Il faut montrer que le mo- 
ment de AP par rapport à l'axe est égal au segment BA*, 
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avec son signe, c'est-à-dire que Bk =. Oh en gran- 
deur et signe. On voit d'abord sur la figure que les 
deux segments Bk etOA ont même sens, c'est-à-dire 
même signe. Il reste à voir qu'ils ont même valeur 
absolue. 

Pour cela, appelons a l'angle aigu de BK avec z'z] 
on a en valeur absolue BA- = BKcosa. Mais BK est 
égal au double de l'aire BAP; donc 

Bk = 2BAPcosa. 

D'autre part, 

Oh = iOap\ 

le triangle Oap étant la projection du triangle BAP, 

on a 

Oap = BAP cosa, 

car l'angle du plan BAP avec le plan de projection II 
est égal à l'angle a des perpendiculaires BK et O2 à 
ces deux plans. On a donc 

O^ = 2BAPcosa, 

d'où 

hk=zOh. 

Le théorème est donc démontré. 

24. Corollaire I. - Le moment de la résultante 
de plusieurs vecteurs de même origine par rap- 
port à un axe est égal à la somme algébrique 
des moments de ces vecteurs. 
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En effet, prenons un point quelconque B sur l'axe; 
nous avons vu que le moment linéaire du vecteur 
résultant par rapport au point B est la somme géomé- 
trique des moments des vecteurs composants : en 
projetant sur l'axe, on voit que la projection du 
moment linéaire du vecteur résultant est égale à la 
somme des projections des moments linéaires des 
vecteurs composants; ce qui démontre la proposition. 

25. Corollaire II. — Etant donnés des vecteurs 
quelconques, la somme algébrique de leurs mo- 
ments par rapport à un axe est égale à la projec- 
tion, sur cet axe, du moment résultant par rap- 
port à un point quelconque de Vaxe, 

En effet, prenons un point quelconque B sur Taxe; 
par définition, le moment résultant des vecteurs 
donnés par rapport à B est la somme géométrique des 
moments linéaires des divers vecteurs par rapport 
à B. La projection de ce moment résultant sur l'axe 
est donc égale à la somme des projections des moments 
linéaires des divers vecteurs sur ce même axe; ce qui 
démontre la proposition. 

26. Corollaire III* — La somme algébrique des 
moments des deux vecteurs d^un couple, par rap- 
port à un axe, est égale à la projection sur cet axe 
de l^axe du couple. 

Cette proposition est un cas particulier de la pré- 
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cédente. Prenons un point B quelconque sur l'axe des 
moments; le moment résultant 6K^ ou axe du couple 
est la somme géométrique des moments linéaires des 
deux vecteurs du couple par rapport à B. La projec- 
tion de l'axe BK (^fig» 33) du couple sur l'axe des 
moments est donc égale à la somme des projections 
des moments linéaires des deux vecteurs du couple 
par rapport à B, c'est-à-dire à la somme des moments 
des deux vecteurs par rapport à l'axe des moments. 



Fig. 33. 



Remarque. — Appelons a l'angle du plan du 
couple PPf avec un plan II perpendiculaire à l'axe 

des moments ; l'axe BK du 
couple est perpendiculaire au 
plan du couple et égal à l'aire 
du parallélogramme PPi ; il 
fait avec ^z l'angle a. La 
somme des moments des deux 
vecteurs du couple par rap- 
port à z'z, étant la projection 
de l'axe BK sur ^'z, est égale 
à BKcosa ouàatrePPi cosa, 
c'est-à-dire à l'aire du paral- 
lélogramme ;d/?i, projection du parallélogramme PP^ 
sur le plan n. 




27. Moment relatif de deux vecteurs. Tétra- 
èdre et parallélépipède construits sur deux vec- 
t3urs. - Soient, dans l'espace, deux vecteurs AP, 




Z' 
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BQ d'origines A et B, d'extrémités P et Q {fig. 34). 
Considérons Tun des vecteurs, BQ par exemple, 
comme un axe orienté z^ z 
sur lequel on a pris 
comme sens positif le 
sens BQ ; alors un mo- 
bile suivant Pautre vec- 
teur AP de l'origine A 
vers l'extrémité P tourne B 

autour de BQ dans le 

sens positif ou le sens négatif. L'inspection de la 
figure montre que ce sens est le même que le sens 
dans lequel un mobile allant de B en Q tournerait 
autour de l'axe orienté AP. 

Appelons alors 8 l'angle des directions des deux 
vecteurs AP, BQ, 8 leur plus courte distance; on 
nomme moment relatif des deux vecteurs AP et BQ 
le produit 

± AP.BQ.S.sine, 

oii il faut prendre le signe -h ou le signe — 5f/ - 
vant que le sens de rotation précédemment défini 
est positif ou négatif. 

Cette notion constitue une généralisation de la 
notion du moment d'un vecteur AP par rapport à un 
axe z' z : en effet, prenons sur l'axe z' z dans le sens 
positif un vecteur BQ de longueur i; le moment 
relatif de AP et BQ est alors 

d=AP.8.sin6, 
ArrliLL et CiiApruis, Leçons de Alécan, éléni. 4 
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car BQ = i ; il se réduit donc au moment de AP par 
rapport à Taxe (n" 22). 



Théorème I. — La valeur absolue du moment 
relatif de deux vecteurs AP, BQ est égale au 
volume du parallélépipède construit sur ces vec- 
teurs. 

Menons par A {/ig. 35) un vecteur AQ' équipol- 
lent à BQ, par B un vecteur BP' égal et parallèle à AP ; 

construisons le parallé- 
*"*«• ^^ logramrae APRQ' ayant 

AP et AQ' comme côtés, 
puis le parallélogramme 
BQSF ayant BQ et BF 
comme côtés. En joi- 
gnant AB, PF, QQ', 
US, nous avons ainsi les 
arêtes d'un parallélépi- 
pède. Nous allons voir que le volume de ce parallé- 
lépipède est la valeur absolue du moment relatif des 
deux vecteurs. En effet la base BQSP' a pour surface 

AP.BQ.sine, 

car l'angle QBP' est égal à l'angle 9 des deux vecteurs 
et ses côtés BQ et BP' sont égaux aux deux vecteurs. 
Quanta la hauteur, elle est la distance des deux plans 
APRQ' et BQSP', c'est-à-dire la plus courte distance 8 
des deux vecteurs donnés AP et PQ. Le volume est 
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donc 

V = AP.BQ.sine.x 8; 

c'est la valeur absolue du moment relatif. 

Théorème II. — La valeur absolue du moment 
relatif de deux vecteurs est égale à six fois le 
volume du tétraèdre construit sur ces deux vec- 
teurs. 

Joignons le point A aux points B et Çl{/ig' 35), le 
point P aux points B et Q. Nous obtenons les six 
arêtes d'un tétraèdre de sommets APBQ. Il est facile 
de voir que le volume de ce tétraèdre est le sixième 
du volume du parallélépipède que nous avons con- 
struit sur les deux vecteurs donnés. En effet, en don- 
nant comme base au parallélépipède la face ABQQ' 
et comme base au tétraèdre la face ABQ, on voit que 
les deux solides ont même hauteur et que la base 
du tétraèdre est la moitié de la base du parallélépi- 
pède. Son volume est donc le sixième du volume du 
parallélépipède. 

Valeur algébrique du Tolume du tétraèdre construit 
sur deux vecteurs, t— On convient de donner au 
volume du tétraèdre construit sur deux vecteurs AP, 
BQ le signe du moment relatif des deux vecteurs. 
Le volume est alors un nombre positif ou négatif 
qu'on appelle valeur algébrique du volume. Avec 
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cette convention, le moment relatif de deux vecteurs 
est é^, en grandeur et signe, à six fois la valeur 
algébrique du volume du tétraèdre AP, BQ. 

28. Remarques sur le moment relatif de deux 
vecteurs. — i" Le moment relatif de deux vecteurs 
ne change pas quand on fait glisser l'un des vecteurs 
sur la droite indéfinie qui le porte. En effet, cette 
opération ne change aucun des facteurs AP, BQ, 8, 
sinO, ni le signe à donner au produit de ces facteurs. 

2** Pour que le moment relatif de deux vecteurs 
soit nul, il faut et il suffit, ou bien que l'un des vec- 
teurs soit nul, ou que les vecteurs se rencontrent 
(8= o), ou qu'ils soient parallèles (sin8 = o). 

En effet, le moment relatif de deux vecteurs est le 
produit de quatre facteurs, et, pour qu'il soit nul, il 
faut et il suffit qu'un des facteurs le soii. 

On peut dire aussi que, pour que le moment relatif 
des deux vecteurs AP, BQ soit nul, il faut et il suffit 
que les quatre points A, P, B, Q soient dans un 
même plan. 
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CINÉMATIQUE. 



I. — MOUVEMENT; TEMPS. 

29. Cinématique. — En Géométrie, on considère 
des mouvements indépendamment de la notion de 
temps; c'est ainsi, par exemple, que l'on imagine des 
figures qui se déplacent pour être transportées sur 
d'autres, ou des figures qui tournent pour engendrer 
des surfaces et des volumes; mais on ne se préoc- 
cupe pas du temps pendant lequel se font ces mou- 
vements, ni, par conséquent, du plus ou moins de 
rapidité avec laquelle ils s'eflectuent. 

En Cinématique, on fait intervenir, à côté de 
l'idée de mouvement, l'idée de temps. On peut dire 
que la Cinématique est l'étude des mouvements dans 
leurs rapports avec le temps. Pour évaluer toutes les 
quantités qu'on définit et qu'on mesure en Cinéma- 
tique, il suffit de faire choix de deux unités fonda- 
mentales, l'unité de longueur et l'unité de temps. 
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Nous nous occuperons d'abord de préciser l'idée 
de mouvement, puis l'idée de temps. 

30. Systèmes invariables ou corps solides. — 
Les figures géométriques peuvent être considérées 
comme formées de points. On peut également re- 
garder les corps matériels comme formés d'un grand 
nombre de particules assez petites pour que la posi- 
tion de chacune d'elles puisse être définie comme 
celle d'un point; on appelle alors ces particules des 
points matériels. 

Un système de points géométriques ou matériels 
est dit invariable, ou encore solide, quand les dis- 
tances mutuelles de ces points sont invariables : ces 
points sont alors immobiles les uns par rapport aux 
autres. Les corps appelés communément solides y une 
pierre, un morceau de fer ou de bois, forment des 
systèmes à peu près invariables. Certaines figures 
géométriques bien définies forment également des 
systèmes invariables : tels sont, par exemple, un 
triangle dont les côtés ont des longueurs détermi- 
nées, une sphère de rayon constant, un trîèdre tri- 
rectangle. 

31 . Systèmes non invariables ou déf ormables. 
— Un ensemble de points ne formant pas un système 
invariable constitue un système déformable. Tels 
sont, par exemple, un fil flexible, un ressort, une 
masse d'eau ou d'air. 
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32. Du mouvement; sa relativité. — Quand on 
dit qu'un corps est en repos ou en moin^ement, on 
sous-entend toujours que ce repos et ce mouvement 
ont lieu par rapport à certains autres corps regardés 
comme fixes. Par exemple, quand on dit qu'une bille 
posée sur un billard reste immobile, cela signifie que 
les distances des divers points qui forment la bille 
aux divers points qui forment le billard sont inva- 
riables; quand la bille est en mouvement sur le 
billard, les distances de ses divers points aux points 
du billard varient avec le temps. 

Le billard est en repos par rapport à la maison 
qui le contient; celle-ci est en repos par rapport à la 
Terre; mais la Terre est en mouvement par rapport 
aux étoiles. 

Un train en marche est en mouvement par rapport 
à la Terre, aux maisons, parce que les distances des 
divers points formant le train à ceux qui constituent 
la Terre, les maisons, varient constamment. 

Une personne assise dans le train peut rester en 
repos à sa place, c'est-à-dire rester immobile par rap- 
port au compartiment qu'elle occupe; elle est en 
mouvement par rapport à la Terre, aux maisons, etc. ; 
cette personne peut changer de place dans son com- 
partiment, elle est alors en mouvement par rapport 
au compartiment et aussi par rapport à la Terre. 

Les arbres, les champs situés sur le passage du 
train sont en repos les uns par rapport aux autres et 
par rapport à la Terre, mais ils sont en mouvement 
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par rapport au train; le voyageur assis dans le train 
peut se donner facilement la sensation que le train 
est immobile et que le paysage se déplace : il observe 
alors le mouvement du paysage par rapport au 
train. 

Les exemples de corps qui sont ainsi en repos ou 
en mouvement, suivant qu'on étudie leurs relations 
de distances à un corps ou à un autre, sont tous 
analogues à ceux que nous venons de présenter. En 
voici quelques autres : 

Un liomme reste debout immobile sur un trottoir 
roulant : il est en mouvement par rapport à la Terre. 
S'il se met à marcher, il sera en mouvement par 
rapport au trottoir; le plus souvent, il sera, en même 
temps, en mouvement par rapport à la Terre; cepen- 
dant, si, tout en marchant sur le trottoir, il s'appuie 
de la main sur un arbre devant lequel passe le trottoir 
roulant, il pourra maintenir certaines parties de son 
corps, sa main, par exemple, immobiles par rapport 
à la Terre. 

La Terre est en mouvement par rapport au 
Soleil, à la Lune, aux planètes; ces divers corps 
sont en mouvement les uns par rapport aux autres. 

D'après cela, l'idée de mouvement est essentielle- 
ment relative; quand on dit qu'un corps est en repos 
ou en mouvement, cette proposition n'a aucun sens 
si l'on n'indique pas quels sont les autres corps par 
rapport auxquels on définit le repos ou le mouve- 
ment. 
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33. Repères d'un mouvement ou système de 
comparaison. — On appelle repères d'un mouve- 
ment, ou système de comparaison le système inva- 
riable par rapport auquel on étudie un mouvement. 
Ainsi quand on dit qu'un voyageur est en repos ou en 
mouvement dans son compartiment, on prend comme 
système de comparaison le compartiment. Quand on 
dit qu'un train est en marche, qu'une pierre aban- 
donnée à elle-même tombe suivant la verticale, que le 
Soleil se lève ou se couche, on prend comme système 
de comparaison la Terre. En Astronomie et en Méca- 
nique céleste, on étudie les mouvements de la Terre, 
des planètes, du Soleil, par rapport à l'ensemble 
des étoiles dites fixes par déiinition; le système 
de comparaison est alors le système des étoiles 
fixes. 

34. Divisions de la Cinématique. — Un corps 
quelconque pouvant être regardé comme formé par la 
réunion de points, on commence, en Cinématique, 
par étudier le mouvement d'un point géométrique 
par rapport au système de comparaison choisi. Une 
fois qu'on aura bien pénétré les particularités que 
présente le mouvement d'un point, on étudiera les 
mouvements des corps quelconques en les envisageant 
comme des systèmes de points. La Cinématique se 
divise ainsi tout naturellement en Cinématique du 
point et Cinématique des systèmes ; cette dernière 
se subdivise en Cinématique des systèmes invariables 
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OU solides, et en Cinématique des systèmes défor- 
mables. 

35. Mouvement d'un point; trajectoire. — Soit 
un point en mouvement par rapport à un certain 
système de comparaison. Le point en mouvement 
s'appelle un mobile; le lieu de ses positions succes- 
sives par rapport au système de comparaison con- 
stitue une courbe, invariablement liée à ce système, 
appelée la trajectoire du point. 

Voici quelques exemples tle mouvements et de 
trajectoires de points. 

Exemples de mouvements et de trajectoires. — 
Un point qui tombe librement à la surface de la 
Terre sous l'effet de son poids décrit, par rapporta la 
Terre, une ligne droite (trajectoire rectiligne) qui est 
la verticale du lieu ; si le point a été lancé oblique- 
ment sur le plan de l'horizon, il décrit une trajec- 
toire qui, dans le vide, serait un arc de parabole, 
mais que la résistance de l'air transforme en une 
courbe plus compliquée. 

Quand un cerceau dont le plan est vertical roule 
sur une droite x' x du plan horizontal, son centre 
décrit une trajectoire rectiligne parallèle à x^x\ mais 
si nous portons notre attention sur un point de la 
circonférence du cerceau, point que nous aurons 
marqué à la craie, par exemple, nous verrons ce point 
tantôt s'abaisser jusqu'à toucher le sol a^x^ tantôt 
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s'élever jusqu'à une distance du sol égale au diamètre 
du cerceau; ce point décrit, par rapporta la Terre, 
une trajectoire située dans un plan vertical et qui est 
une courbe appelée cycIoïJe. 

Un point du balancier d'une horloge possède, par 
rapport à la Terre, un mouvement de va-et-vient sur 
un arc de cercle (trajectoire circulaire). 

Les organes d'une machine, d'une locomotive, par 
exemple, nous montrent des points mobiles décri- 
vant des trajectoires variées et très différentes, sui- 
vant qu'on les rapporte à la machine elle-même ou à 
la Terre. 

Relativement à la machine^ un point quelconque 
des pistons décrit une trajectoire rectiligne sur la- 
quelle il oscille d'un mouvement de va-et-vient 
régulier; un point quelconque d'une roue décrit une 
circonférence; sur la bielle, organe qui transmet le 
mouvement du piston à la roue, la tête est animée 
d'un mouvement de va-et-vient rectiligne, l'extrémité 
articulée à la roue décrit une circonférence et les 
autres points des courbes d'une nature plus compli- 
quée. Relativement à la Terre, en supposant la 
voie rectiligne, les centres des roues décrivent des 
lignes droites, les points de leurs circonférences des 
cycloïdes, etc. 

36. Mesure du temps — L'idée de temps résulte 
pour notre esprit de l'observation de phénomènes 
simultanés ou successifs. L'observation journalière 
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nous montre que les phénomènes les plils ordinaires 
ont un commencement, une durée et une fin, et en 
comparant le développement de divers phénomènes 
convenablement choisis, nous avons cette notion que 
les uns se produisent avant, ou pendant, ou après les 
autres ; c'est l'idée de temps. 

Un intervalle de temps nous paraît plus ou moins 
long; nous allons montrer comment ou peut le me- 
surer, c'est-à-dire exprimer sa durée par un nombre, 
absolument de la même façon qu'on exprime par un 
nombre une longueur on un poids. 

Intervalles de temps égaux. — Imaginons un phé- 
nomène qu'on peut reproduire plusieurs fois de 
suite, de la même manière et dans des conditions 
toujours identiques; nous dirons que les intervalles 
de temps successifs nécessaires à l'accomplissement 
du phénomène sont égaux. Par exemple, si l'on 
prend des billes exactement pareilles et qu'on les 
laisse tomber, en un même lieu, de la même hauteur 
dans un air absolument tranquille, on peut admettre 
que les durées des chutes sont égales. De même, si 
l'on a des pendules, comme des balanciers d'horloge, 
tous identiques, et si on les fait osciller de la même 
façon, on pourra admettre que les durées des oscilla- 
tions sont égales. 

Addition des temps. — Si l'on considère deux 
phénomènes successifs, l'un commençant au moment 
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OÙ l'autre finit, la durée totale de Pensemble des 
deux phénomènes est la somme des durées de chacun 
d'eux. 

Multiplication. — En particulier, on pourra définir 
un intervalle de temps double, triple, etc., d'un 
autre, comme étant la somme de deux, trois, etc., 
intervalles de temps égaux au premier. Il suffira, 
pour cela, d'avoir recours à un phénomène se repro- 
duisant périodiquement, c'est-à-dire à un phénomène 
toujours le même qui recommence dès qu'il est ter- 
miné. Par exemple, si l'on prend des billes exacte- 
ment pareilles et qu'on les laisse tomber de la même 
hauteur, de telle façon que la chute de l'une des 
billes commence au moment où celle de la précédente 
finit, l'intervalle de temps nécessaire pour la chute 
successive de deux, trois, etc. billes sera double, 
triple, etc. de l'intervalle de temps nécessaire pour la 
chute d'une bille. 

Division du temps. — Si Ton veut diviser un inter- 
valle de temps en un certain nombre n de parties 
égales, il suffit de produire un phénomène périodique, 
dans des conditions toujours les mêmes, qui se repro- 
duise n fois pendant l'intervalle de temps considéré. 
La durée de ce phénomène sera la /i^*™® partie de 
l'intervalle de temps considéré. 

37. Appareils servant à mesurer le temps. -~ 
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On voit que, pour mesurer le temps, il suffit de 
construire un appareil réalisant un phénomène pério- 
dique se reproduisant successivement et indéfiniment ; 
alors on pourra prendre la durée de ce phénomène 
comme unité de temps, et pour exprimer par un 
nombre un intervalle de temps quelconque, il suffira 
de compter combien de fois le phénomène en ques- 
tion se reproduit dans l'intervalle de temps à me- 
surer. 

La périodicité absolument rigoureuse ne se ren- 
contre jamais dans aucun phénomène naturel; mais 
un grand nombre ne s'en écartent qu'en vertu de lois 
physiques ou mécaniques dont il est possible de tenir 
compte ; chacun d'eux peut donc être employé comme 
unité de temps, et cette unité restera d'autant plus 
facilement comparable à elle-même que les modifi- 
cations qui la font varier seront mieux connues et 
plus faciles à corriger. 

C'est ainsi qu'ont été employés les sabliers ou les 
vases à écoulement d'eau appelés clepsydres; ces 
derniers furent d'un emploi très répandu chez tous 
les peuples. Ce n'est qu'au milieu du xiv® siècle que 
l'on commença à employer en Europe des horloges 
dont la marche est réglée par les oscillations pério- 
diques d'un pendule. 

38. Du pendule. 

i" Pendule simple. — Le pendule simple, concep- 
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tion purement théorique, pratiquement irréalisable, 
serait formé d'une masse pesante, réduite à un point, 
suspendue à un point fixe par un fil inextensible et 
sans masse. Ce pendule reste immobile si on le place 
sans impulsion dans la verticale du point d'attache ; 
il constitue alors un fil à plomb. Si l'on écarte un 
peu le pendule de cette position d'équilibre et qu'on 
l'abandonne à lui-même, il tend à y revenir sous 
l'action de la pesanteur, la dépasse, puis retombe, etc., 
en oscillant de part et d'autre de la verticale. 

Les deux positions extrêmes du pendule sont symé- 
triques par rapport à la verticale du point d'attache; 
le passage d'une de ces positions extrêmes à sa symé- 
trique s'appelle une oscillation simple; le temps t 
que met le pendule à accomplir l'oscillation simple 
est la durée de l'oscillation ; la durée T = 2t d'une 
oscillation double, aller et retour, s'appelle la période 
d'oscillation; la longueur / du fil est la longueur 
du pendule simple. Lorsqu'un semblable pendule 
oscille dans le vide, l'amplitude d'oscillation étant 
très petite, la durée t des oscillations est liée à la 
longueur / du pendule par la relation 
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où g est un nombre indépendant du pendule qu'on 
appelle intensité de la pesanteur au Heu considéré 
et où 7t désigne le rapport de la circonférence au 
diamètre 3,i4i5.-.- Cette formule résume les deux 
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lois fondamentales résultant des observations de 
Galilée : 

i® La durée des petites oscillations du pendule 
simple en un lieu déterminé est indépendante de 
leur amplitude ; 

2** Cette durée est proportionnelle à la racine 
carrée de la longueur du pendule. 

2^ Pendule composé. — Le pendule simple étant 
irréalisable, on emploie, en Physique et en Méca- 
nique, le pendule composé. D'une façon générale, 
un pendule composé est un corps solide pesant sus- 
pendu par un axe horizontal fixe, autour duquel il 
peut osciller : tels sont les balanciers des horloges 
considérés indépendamment du mécanisme de l'hor- 
loge. 

Un pendule composé possède une position d'équi- 
libre dans laquelle son centre de gravité est au-des- 
sous de l'axe de suspension, dans le plan vertical 
passant par cet axe. En l'écartant un peu de cette 
position, puis l'abandonnant à lui-même, on le voit 
osciller comme un pendule simple. On démontre, en 
Mécanique rationnelle, qu'à tout pendule composé 
l'on peut faire correspondre un pendule simple dont 
la longueur / est telle que, dans le vide, ce pendule 
simple aurait, pour de petites oscillations, la même 
période que le pendule composé : cette longueur / 
s'appelle la longueur du pendule simple synchrone 
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du pendule composé, La comparaison de deux pen- 
dules composés se ramène ainsi à la comparaison des 
deux pendules simples synchrones. 

Si le mouvement oscillatoire d'un pendule composé 
avait lieu dans le vide, à l'abri de la résistance de 
l'air, s'il était possible de supprimer les frottements 
et les résistances qui se produisent toujours sur l'axe 
de suspension et d'éviter les effets des dilatations et 
des contractions produites par les variations de tem- 
pérature, l'amplitude des oscillations resterait la 
même et le pendule oscillerait toujours de la même 
façon en constituant un compteur de temps par- 
fait. 

On pourrait d'ailleurs donner au pendule une lon- 
gueur telle que la durée d'une oscillation soit préci- 
sément l'unité dç temps employée. Mais la résistance 
de l'air et les trottements diminuent progressivement 
l'amplitude des oscillations, de telle façon que celles-ci 
deviennent insensibles au bout d'un certain temps : 
le fait que les amplitudes décroissent n'a pas d'incon- 
vénient, car la durée des petites oscillations est indé- 
pendante de leur amplitude; l'effet des variations de 
température peut être compensé à peu près exacte- 
ment, mais le défaut capital du pendule employé seul, 
comme instrument de mesure du temps, est que les 
oscillations, au bout d'un certain temps, cessent 
d'être appréciables. 

On a alors imaginé des pendules entretenus méca- 
niquement. 

Appell et Chappuis, Leçons de Mécan. élém. 5 



Fig. 36. 
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39. Pendule entretenu mécaniquement ; échap- 
pement & ancre. — C'est Huyglieus gui, le pre- 
mier, a songé à appliquer à la régulation des horloges 
la loi de l'isochronisme des oscil- 
lations du pendule. 

Un axe O tend à tourner sous l'in- 
fluence d'un poids moteur{_yî^. 36). 
Le moteur, figuré sur la gravure 
par un poids F supporté par une 
corde enroulée sur un treuil Q, 
n'agit, en général, sur l'axe O que 
par l'intermédiaire d'une série plus 
ou moins compliquée de roues den- 
tées; mais son effort tend toujours 
à faire tourner la roue dentée, dont 
les dents ont une forme spéciale 
dite roue à rockets H. A l'état de 
repos, ce mouvement est empêché 
par une ancre à deux dents GE 
dont une dent bute contre une des 
dents de la roue à rochet et l'em- 
pêche de tourner. Cette ancre est 
solidaire d'un pendule AB par 
l'intermédiaire d'un axe DF et d'une fourchette C. 
Quand le pendule oscille, la pointe E se relève et 
abandonne la roue à rochet qui tourne d'un petit 
angle; mais aussitôt la pointe opposée s'abaisse, 
s'engage dans les dents et arrête la roue. A l'oscilla- 
tion suivante, la pointe G se rnlève à son tour, mais 
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E descend vers la roue et s'engage, non plus dans 
l'éch^ncrure où elle était précédemment, mais dans 
la suivante, de sorte que, pour une oscillation double, 
la roue avance d'une dent. Le treuil tourne donc 
d'un angle égal à chaque oscillation, et, si son axe 
prolongé est muni d'une aiguille mobile sur un 
cadran, cette aiguille parcourt des arcs égaux en des 
temps égaux. 

En regardant fonctionner l'appareil, on voit que le 
poids moteur descend; c'est lui qui, en définitive, 
donne, par l'intermédiaire du treuil, des dents du 
rochet, de l'ancre et enfin de la fourchette, une petite 
impubion au pendule renouvelée à chacune de ses 
oscillations. 

Ce système s'appelle un échappement à ancre. 

4U. Unité de temps adoptée. Temps moyen. 
-4 On a été naturellement conduit à irattacher l'unité 
de temps au mouvement du Soleil autour de la Terre ; 
mais on n^a pas pu le faire d'une façon directe, car 
le mouvement du Soleil autour de la Terre ne con- 
stitue pas un phénomène rigoureusement périodique. 
On dit qu'il est midi vrai en un lieu quand le Soleil 
qui nous éclaire, qu'on appelle, en Astronomie, le 
Soleil vrai, passe au méridien supérieur du lieu; à 
ce moment, les cadrans solaires du lieu marquent 
midi, mais non les horloges. On appelle jour vrai 
l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux midis 
vrais consécutifs. Les jours vrais sont inégaux entre 
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\c>o 

eux; îl en résulte qu'une fraction déterminée de jour 
vrai ne peut pas servir d'unité de temps, attendu que 
le caractère essentiel d'une unité quelconque est 
l'invariabilité. Cette inégalité des jours vrais tient à 
ce que le Soleil parcourt en une année, sur la sphère 
céleste, un grand cercle appelé éclipticjue dont le 
plan est incliné sur l'équateur et à ce que le Soleil 
marche sur l'écliptique plus vite en hiver qu'en été, 
de sorte que les arcs d'écliptique parcourus pendant 
des temps égaux ne sont pas égauxP*^ 

On imagine alors un astre fictif appelé Soleil moyen 
qui décrit 1 t-quateur céleste dans des conditions bien 
définies qu'il serait trop long de rappeler *ici, et qui 
sont développées en Cosmographie; la principale de 
ces conditions est que le Soleil mojen décrit l'équa- 
teur dans le même sens et pendant le même temps 
que le Soleil vrai décrit l'écliptique, mais en parcou- 
rant des arcs d'équateur égaux en des temps égaux; 
le mouvement de ce Soleil fictif autour de la Terre 
constitue alors un phénomène rigoureusement pério- 
dique. 

On dit qu'il est midi moyen en un lieu quand le 
Soleil m,oyen ainsi défini passe au méridien su- 
périeur du lieu; le jour m,oyen est l'espace de 
temps qui s'écoule entre deux midis moyens consé- 
cutifs. 

On divise le jour moyen en 24 heures, chaque 
heure en 60 minutes, chaque minute en 60 secondes. 
Le jour moyen contient alors 24 x 60^=^86400 de 
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ces secondes qu'on appelle secondes sexagésimales 
de temps moyen, 

Uiinité de temps adoptée dans la pratique est 
la seconde sexagésimale de tem,ps mojen, c'est- 
à-dire la ^YTôô partie du Jour solaire moyen. 

Une fois cette unité définie, on emploie fréquem- 
ment, pour mesurer le temps, les multiples ou sous- 
multiples de cette unité : minute, heure, dixième de 
seconde, etc. 

Dans l'usage civil, le jour commence et finit à 
minuit; les 12 premières heures, de i à 12, sont dites 
heures du matin; la douzième porte le nom de midi; 
les 12 heures suivantes sont dites du soir et la der- 
nière porte le nom de minuit ; cependant on compte 
quelquefois le temps civil de minuit à minuit, de o à 
24 heures; c'est le système adopté depuis 1900 dans 
V Annuaire du Bureau des Longitudes, 

Le temps civil en France est donné par les hor- 
loges réglées sur le temps moyen, de telle façon 
qu'elles marquent midi (12 heures) au moment où le 
Soleil moyen passe au méridien de Paris. 

Les astronomes font commencer le jour à midi, et 
comptent les heures sans interruption de o à 24, de 
midi à midi; pour transformer le temps civil en 
temps astronomique, ou inversement, il suffit donc 
de se rappeler que le jour astronomique commence 
1 2 heures après le jour civil ; ainsi, le 3 mai, à g** 
du matin, temps civil, correspond au 2 mai, à 21**, 
temps astronomique. 
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Gomme on ne peut pas observer directement le 
Soleil moyen sur lequel doivent être réglées les hor- 
loges, et que le Soleil vrai seul est observable, on 
calcule d'avance le temps moyen à midi vrai à Paris. 
Les résultats de ce calcul sont donnés par une Table 
publiée par la Connaissance des Temps et par 
V Annuaire du Bureau des Longitudes. Cette 
Tablé fait connaître, chaque jour, le temps moyen 
civil à l'instant où il est midi vrai à Paris, c'est-à-dire 
l'heure que doit marquer en France, cq jour-là, une 
horloge bien réglée lorsque le Soleil vrai est au méri- 
dien de Paris, ou encore lorsque les cadrans solaires 
de Paris marquent midi. 

Par exemple, le i4 juillet 1902, le temps moyen 
civil, à midi vrai, était 12*" 5" 32'; une horloge bien 
réglée devait donc marquer ce jour-là 12** 5*" 32* à 
l'instant du passage du Soleil au méridien de 
Paris. 

Grâce à cette Table, on peut donc régler une hor- 
loge sur le temps moyen, comme si le Soleil moyen 
était réellement observable. 

41. Pendule à seconde. — La formule du pen- 
dule simple permet de calculer la longueur théorique 
du pendule qui battrait la seconde. L'intensité de la 
pesanteur à Paris étant représentée sensiblement par 
le nombre 981, quand on prend comme unité de 
longueur le centimètre et comme unité de temps la 
seconde, il suffit de résoudre, par rapport à /, l'équa- 
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tîon I r= '^{/ ~T' po^r avoir cette longueur exprimée 
en centimètres ; on a ainsi 

Pendule oscillant librement. — On peut former un 
pendule à seconde très bon et très simple en em- 
ployant une tige de bois de sapin verni bien sèche et 
droite. Ce pendule est sensiblement indifférent aux 
variations de température, car le coefficient de dila- 
tation linéaire du sapin dans le sens des fibres est 
seulement de t-ôôo"ôôôî ^* grande simplicité de con- 
struction n'exclut pas une grande précision et en fait 
l'instrument le plus employé dans les laboratoires 
de Physique. 

La tige est une règle plate de sapin S portant une 
masse de fonte M {^g> 3^) que l'on assujettit à une 
hauteur convenable à l'aide d'une vis de pression. A la 
partie supérieure de cette tige se trouvent deux pièces 
de cuivre qui servent de points d'attache à deux petits 
ressorts plats en acier rr. Ces ressorts sont réunis 
par une barrette métallique C fixée elle-même soli- 
dement à une forte équerre E boulonnée dans un mur. 

Perpendiculairement à la tige S, et dans son plan 
d'oscillation, est fixée une petite tige de cuivre t 
{Jlg» 3^) recourbée à son extrémité, qui se termine 
par une pointe de platine affleurant à la surface du 
mercure m contenu dans un petit godet placé sur une 
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tablette d'éboni te (îxée, à c6té du pendule, sur le même 
support que lui. 

Le courant d'une pile arrive en b, passe par un fil 
très fin constiluant un ressort très doux, traverse la 



FJfi. 3,. 




tige et le mercure ; de là fl fait retour à la pile, et entre 
les points A et B on peut intercaler dans ce circuit 
des appareils variés suivant les besoins. 

A chaque oscillation le courant est interrompu et 
établi ; on peut donc transmettre dans le circuit de la 
pile des signaux périodiques espacés de i seconde. 
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Le plus souvent, rexpérimentateur a besoin de 
suivre de Fœil l'appareil en expérience, tout en 
comptant les secondes, sans regarder le pendule. 
Dans ce cas, il installera dans le circuit un électro- 
aimant dont Tarmature sera attirée à chaque passage 
du courant; le bruit ainsi produit suffit pour compter 
lès secondes : on peut, d'ailleurs, tout aussi bien, fixer 
dans le circuit un téléphone soutenu vers l'oreille et 
dans lequel on entendra un bruit à l'établissement et 
à la rupture du courant. 

Un tel pendule peut osciller pendant plus de i heure 
et se prête donc parfaitement à des expériences d'assez 
longue durée. 

Pour le régler, on compare la durée d'un grand 
nombre d'oscillations à une horloge astronomique, et 
l'on déplace la masse M. 

42. Valeurs algébriques du temps. — Dans les 
calculs, on suppose habituellement qu'on compte le 
temps à partir d'un instant déterminé appelé instant 
initial. Alors, pour définir un autre instant quel- 
conque, postérieur ou antérieur à l'instant initial, on 
se donne le nombre d'unités de temps qui sépare 
l'instant initial de l'instant considéré, ce nombre 
étant précédé du signe 4- ou du signe — suivant que 
l'instant considéré est postérieur ou antérieur à 
l'instant initial. 

Le nombre algébrique t ainsi défini s'appelle la 
valeur algébrique du temps définissant lUnstant 
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considéré. Ainsi, en prenant pour instant initia] 
midi mojen et pour unité de temps la minute, les 
instants ii*", ii'^So'", ii*'45"*, midi, midi un quart, 
2'', seront — 60, — 3o, — i5, o, + i5, + 120. 

Chaque instant est alors représenté par un nombre 
positif ou négatif, et inversement chaque nombre 
algébrique représente un instant déterminé. 

On peut remarquer que cette représentation du 
temps par un nombre algébrique est analogue à la 
représentation, par un nombre, d^un point sur un 
axe orienté. 



n. - CINÉMATIQUE DU POINT. 

43. Mouvement d'un point. — Imaginons un 
point en mouvement par rapport à un certain système 
de comparaison. Il décrit, par rapport à ce système, 




une trajectoire S' S qui est une courbe bien déter- 
minée {fig' 38). Si l'on prend sur cette courbe un 
point fixe O comme origine des arcs et un sens 
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positif os, la position M du mobile, à chaque in- 
stant t, sera déterminée par la valeur algébrique ^ du 

segment curviligne OM; ce segment s a donc une 
valeur pour chaque valeur numérique positive, néga- 
tive ou nulle du temps t. On peut dire que s est une 
certaine fonction du temps 

Cette relation entre 5 et ^ s'appelle Véquation du 
mouvement sur la courbe. 

C'est ainsi que l'on peut définir la position d'un 
train sur une ligne de chemin de fer: la voie constitue 
la trajectoire; l'horaire du train donne la distance 
kilométrique du train à la gare de départ à chaque 
instant. 

Quand la trajectoire est une droite, on dit que le 
mouvement est rectiligne; quand elle est une courbe, 
le mouvement du point est curviligne ; en particulier, 
quand la trajectoire est une circonférence, on dit 
que le mouvement du point est circulaire. 

IJ existe, pour un mobile, deux vecteurs intime- 
ment liés au mouvement; ces vecteurs sont la vitesse 
et V accélération. 

Nous étudierons d'abord la vitesse dans le mouve- 
ment rectiligne, puis dans un mouvement curviligne 

Nous nous occuperons ensuite de l'accélération 

44. Mouirement rectiligne et uniforme. — On 

dit que le mouvement d'un point est rectiligne quand 
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la trajectoire est une droite. Le mouvement recti- 
ligne le plus simple est le mouvement uniforme. 
C'est un mouvement dans lequel le mobile marche 
toujours dans le même sens de telle façon que les 
espaces parcourus soient proportionnels aux temps 
employés à les parcourir. 

Un cycliste suivant une route droite à une allure 
régulière donne Timage du mouvement rectiligne 
uniforme. S'il fait, par exemple, 7™ à la seconde, il 
fera i4" en 2 secondes, 21™ en 3 secondes, 3°*, 5o en 
une demi-seconde, etc. 

Équation du mouvement. — Prenons {fig* 39), 
sur la droite que décrit le mobile, un point O comme 

origine des espaces et 
un sens positif Ox. 



Q jjj ivi7~v ji Pour trouver V équa- 

tion du mouvement, il 
faut trouver la relation qui lie l'abscisse du mobile M 
au temps. 

Soient Xq l'abscisse du mobile à l'origine des tenaps 
t=z o^ X son abscisse à l'instant t : le rapport 

X — Xq 



est, en valeur absolue, égal au rapport du chemin 
parcouru au temps employé à le parcourir; ce rap- 
port a donc une valeur absolue constante. Nous 
allons voir, en outre, que le signe de ce rapport est 
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constant et que ce signe indique le sens dans lequel 
se meut le mobile. 

1° Le mobile se meut dans le sens positif de O^;; 
alors, quand le temps croît, x croît également; si 
donc t est positif, x — Xq l'est aussi et le rapport est 
positif; si t est négatif, x — Xq l'est aussi et le rap- 
port est encore positif; on a donc dans ce cas 

k désignant une constante positive. • 

2** Le mobile se meut dans le sens négatif de Ox, 
Alors, quand le temps croît, x décroît; si donc t est 
positif, X — Xq est négatit et inversement; le rapport 
est donc négatif et l'on a 

—J— = ^^ 

k désignant une constante négative. 

En résumé, l'équation du mouvement uniforme est 
dans tous les cas 

a? = a7o -h kt. 

Réciproquement, tout mouvement défini par une 
équation du premier degré entre :r et ^ de la iorme 
ci-dessus est uniforme : eneflet, le mouvement défini 

par 

X = Xfi-\- kt 
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possède, quels que soient ^r© et A:, les deux propriétés 
qui caractérisent le mouvement uniforme. D'abord, 
le mobile marche toujours dans le même sens, car, 
t croissant, x augmente quand k est positif et diminue 
quand k est négatif; ensuite les espaces parcourus 
sont proportionnels aux temps employés à les par- 
courir, car, en appelant ^x la variation subie par 
l'abscisse quand t croît de A^, on a 

X = Xfi-h ktj x-h ^x = xo-h k(t -^ M), 

f . ^x , 

^x = k ^ty — = ky 

ce qui démontre la deuxième propriété. 

Vitesse; sa représentation par un vecteur. — Soit 
M la position du mobile à l'instant t, Mf sa position 
à l'instant postérieur 1 4- A^, A^ étant positif; la 
grandeur géométrique MM^ a pour valeur algébrique, 
estimée suivant l'axe Ox, Aa:. Si dans le sens MM| 
on porte, à partir de M, une longueur MV égale 

à -r~y Ici' grandeur géométrique MV {fig* Sg) est 

la vitesse du mouvement uniforme. 

On appelle valeur algébrique v de cette vitesse 
la longueur du segment vitesse MV, précédée du 
signe -I- ou du signe — , suivant que ce segment est 
dirigé dans le sens positif ou le sens négatif de l'axe. 
On a alors, en grandeur et en signe. 
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car la valeur absolue de MM| est égale à celle de A^ 
et le signe de v est le même que celui de ^x. 

D'après l'équation du mouvement, la vitesse du 
mouvement rectiligne uniforme est constante en gran- 
deur, direction et sens, car on a, quels que soient t 
et A^, 

Si A/ = I , on voit que i^ = Aa? ; on peut donc dire 
que la vitesse dans un mouvement rectiligne uni- 
forme est, en grandeur, direction et sens, l'espace 
parcouru dans V unité de temps. 

Signification physique des constantes. — La con- 
stante x^ représente l'abscisse du mobile à l'origine 
des temps. La constante k est la vitesse ç du mobile. 
On peut donc écrire l'équation générale du mouve- 
ment uniforme 

a? = a7o-+- vt^ 

où la signification des constantes est en évidence. 

En particulier, si l'on convient- de prendre pour 
origine des espaces la position du mobile à l'instant 
^ = o, Xq est nul et l'équation du mouvement prend 
la forme simple 

X = vt. 
Choix des unités. — Les espaces parcourus sont 
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mesurés à l'aide d'une certaine unité de longueur qui 
peut être, suivant les cas, le centimètre, le mètre, le 
kilomètre ; x et, par suite, A^ sont donc des nombres 
algébriques dont la valeur absolue exprime des centi- 
mètres, des mètres ou des kilomètres. 

De même, les temps t et A^ sont mesurés à l'aide 
d'une certaine unité qui peut être, suivant les cas, la 
seconde, la minute, l'heure, le jour ou même l'année. 

La vitesse v du mouvement est un nombre algé- 
brique dont la valeur absolue dépend du choix des 
unités de longueur et de temps. Quand on énonce 
un nombre représentant la valeur absolue d'une vi- 
tesse, il faut dire quelles sont les unités adoptées. 
Par exemple, si l'on prend comme unité de longueur 
le mètre et comme unité de temps la seconde, on dit 
que le mobile a une vitesse de tant de mètres à la 
seconde. Ainsi le cycliste dont nous parlons au com- 
mencement de ce numéro (page 76), possède une 
vitesse de 7"* à la seconde; dans le système d'unités 
(mètre, seconde), cette vitesse est exprimée par le 
nombre 7. On pourrait dire aussi que ce cycliste a une 
vitesse de 4^0™ à la minute, ou de 25''™, 200 à l'heure. 

45. Mouvement rectiligne varié. — Tout môu- 
. , vement qui n'est pas uni- 

torme est dit varié, Imagi- 
^, M MiVW ^ nous un mobile M décri- 
vant une droite Ox d'un 
mouvement non uniforme {/ig* 4o)« Soit M la posi- 
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tion du mobile à l'instant ^, a? = OM Pabscisse du 
mobile à cet instant; x est une certaine fonction du 
temps 

a? = cp(f) 

définissant le mouvement. 

Soient M t la position du mobile à l'instant posté- 
rieur^-}- A^, A^>o, et a? -j-A^ l'abscisse du point M»; 
le déplacement MM| que subit le mobile quand t croît 
de A^ est un segment dont la valeur algébrique est A^r. 



Vitesse. — Si dans le sens MM, {fig. 4o) on porte 



une longueur MW égale à —rr^y le vecteur MW, dont 



la valeur algébrique est — > s'appelle vitesse moyenne 

du mobile dans l'intervalle de temps A^. C'est la 
vitesse que posséderait un mobile fictif animé d'un 
mouvement uniforme et allant de M en M, pendant le 
même temps A/. Si A^ tend vers zéro, le vecteur MW 
tend vers un vecteur limite MV dont l'expression 

algébrique v est la dérivée ^rj ou -^- ou f'(^), que l'on 

appelle vitesse du mobile à l* instant t. 

Exemple. — Il est évident que dans un mouvement 

uniforme 

X = Xq-\- kt 

nous devons, en appliquant la règle générale, re- 
trouver pour la valeur algébrique de la vitesse à un 
Appell ei Chappuis, Leçons de Mécan, élém, Q 
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instant le nombre k que nous avons appelé vitesse de 
ce mouvement. On a, en effet, en prenant la dérivée 
de X par rapport à t^ 

Réciproquement, nous pouvons maintenant dé- 
montrer que, si dans un mouvement rectîligne la 
vitesse à chaque instant est constante, ce mouvement 
est uniforme. En effet, la vitesse étant égale à une 
constante A", la dérivée de x par rapport à t est égale 

à A-, 

dx _ , 

~di~''' 
d'où, en remontant à la fonction primitive, 

Xq désignant une constante. Le mouvement est donc 
uniforme. 

46. Mouvement sur une trajectoire curviligne. 

Vitesse. — Soit S' S la trajectoire d'un mobile, 
soient M et M^ les positions du mobile sur cette tra- 
jectoire aux instants ^ et ^ -j- A^. Portons sur MM|, 

dans le sens M M i , une longueur MW égale à — 

{fig* 38); le vecteur MW s'appelle vitesse moyenne 
du mobile pendant le temps A^ ; c'est la vitesse que 



GINéMATIQVB. 83 

posséderait un mobile fictif animé d'un mouvemenl 
rectiligne uniforme qui parcourrait le segment de 
droite MM i dans le temps A^. Lorsque A^ tend vers 
zéro, la vitesse moyenne MW tend vers un vecteur 
limite MV, tangent à la trajectoire en M, que Ton 
appelle vitesse du mobile à l'instant t, et qui repré- 
sente cette vitesse en grandeur, direction et sens. 

Prenons sur la trajectoire {fig* 38) un point fixe O 
comme origine des arcs et un sens positif S' S; on 
pourra définir, à chaque instant t, la position M du 
mobile en se donnant en fonction de t la valeur algé- 
brique s du segment curviligne OM, 

Si t prend un accroissement positif Af, le mobile 
se déplace de M en M i et la valeur algébrique du 
segment curviligne MM| représentant le déplacement 
du mobile est A5. 

Par définition la grandeur du vecteur vitesse est 

corde MM 1 



MV = lim 



A^ 



quand A^ tend vers zéro. On peut écrire le rapport 
précédent 

corde MMi arcMMj 
arcMMi ^t 

Or, dans une courbe quelconque, le rapport de la 
corde à l'arc tend vers l'unité quand l'arc tend vers 
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zéro; en écrivant 

^KXT 1. corde MMi ,. arcMMi 

MV = lim ---, • lim — — — , 

arcMMi M 

on a donc, puisque la première limite est i, 

arcMMi 



MV = lim 



£it 



D'après cela, la vitesse du mobile M à l'instant t est 
un vecteur caractérisé par les éléments suivants : 

I** Point d'application : la position du mobile M 
à l'instante; 

2" Direction : la tangente à la trajectoire; 
3** Sens : le sens du mouvement; 

4° Grandeur : la valeur absolue de lim — — — -y 

c'est-à-dire de la limite du rapport du chemin par- 
couru au temps employé à le parcourir quand ce 
temps tend vers zéro. 

Valeur algébrique de la vitesse. — Menons à la 
courbe en M {Jig* 38) la tangente MT dans le sens 
positif des arcs et convenons d'appeler valeur algé- 
brique de la vitesse la grandeur MV de la vitesse 
précédée du signe + ou du signe — , suivant que le 
vecteur vitesse MV est dirigé dans le sens MT ou en 
sens contraire, ou, ce qui revient au même, suivant 
que, à l'instant e, le mobile marche dans le sens 
positif ou le sens négatif des arcs. Nous allons mon- 
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trer que la valeur algébrique v de la vitesse est 
égale à la dérivée de s par rapport à t 

ds , 

En eflet, si le mobile, en M, marche clans le sens 
positif, l'accroissement A5 du segment curviligne 
OM = s est positif et l'on a, pour la longueur de l'arc 
parcouru MM| pendant le temps A^, 

arcMMi = As; 
la grandeur de la vitesse en M est alors 

comme cette vitesse est dirigée dans le sens MT, sa 
valeur algébrique v est positive, et l'on a 

at 

Si, au contraire, le mobile marche dans le sens 
négatif, A5 est négatif, et l'on a, pour la longueur de 
l'arc MM,, 

arcMMi= — A*; 
la grandeur de la vitesse est alors 

comme cette vitesse est dirigée en sens opposé de MT, 
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sa valeur algébrique i^ est négative, et l'on a 

at 

Donc, dans les deux cas, ^ est la dérivée de s par 
rapport à t. 

On peut aussi se rendre compte de ce résultat en 

remarquant d'abord que v et -t. ont la même valeur 

absolue, d'après la définition même de la grandeur 
de la vitesse; on voit ensuite que ces deux quantités 

ont le même signe; car, si le mobile marche dans le 

ds 
sens positif, (> est positif, s croît avec t, donc -r- est 

aussi positif ; si le mobile marche dans le sens négatif, 

if est négatif, s décroît quand t augmente, donc sa 

ds 
dérivée -7- est également négative. 

Unités. — D'après la remarque que nous avons 
faite sur le choix des unités à la fin du n^ 44, la valeur 
absolue de i^ représentera des mètres à la seconde, ou 
des kilomètres à l'heure, etc., suivant le choix des 
unités de longueur et de temps. 

47. Exemples. 

1° Mouvement curviligne uniforme. — On dit 
qu'un mouvement curviligne est uniforme lorsque le 
mobile marche toujours sur sa trajectoire dans le 
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même sens, de telle façon que les arcs de trajec- 
toire parcourus soient proportionnels aux temps 
employés à les parcourir. On voit que cette défini- 
tion est l'extension à un mouvement curviligne de la 
définition donnée pour un mouvement rectiligne uni- 
forme. On a alors, d'après les raisonnements em- 
ployés au n** 44, en appelant 5o le segment curvi- 
ligne OMq' aboutissant à la position du mobile à 
l'instant initial ^ = o, 

5 = 5o -h kt. 

Dans ce cas, la valeur algébrique v de la vilesse 
est 

elle est constante. 

Réciproquement, si un mobile parcourt une courbe 
avec une vitesse dont la valeur algébrique est con- 
stante, le mouvement est uniforme. En elTet, si p = /r, 
on a 

s = kt-^ 5o» 

Le fait que la valeur algébrique de la vitesse est 
constante caractérise donc le mouvement uniforme 
sur une courbe ; mais il faut remarquer que, dans le 
mouvement curviligne uniforme, le vecteur vitesse 
n'est pas constant, car sa direction change à chaque 
instant. 
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C'est seulement dans le cas du mouvement recti- 
ligne uniforme que le vecteur vitesse est constant 
en grandeur, direction et sens ( i9). 

On a un exemple grossier de mouvement curvi- 
, ligne uniforme en prenant un train de chemin de fer 
en marche régulière entre deux stations : le mouve- 
ment du train est sensiblement uniforme, la valeur 
algébrique v de la vitesse du train est constante ; si le 
train marche dans le sens choisi comme positif sur la 
voie, V est une constante positive; dans le cas con- 



Fig. 4i. 



traire, v est une con- 
stante négative. La vi- 
tesse est alors exprimée 
en kilomètres à Fheure ; 
elle peut dépasser, pour 
les trains rapides, So*'"* 
à l'heure. 



^^ Mouvement cirea- 
laire quelconque; vitesse 
angulaire à un instant. 
— Soit (fig. 40 un 
mobile M décrivant, sui- 
vant une loi quelconque, une circonférence fixe de 
rayon R et de centre C. Prenons un point fixe O 
de la circonférence comme origine des arcs, et fai- 
sons choix d'un sens positif OS pour les arcs, le 
sens opposé OS' étant négatif : sur la figure nous 
adoptons comme sens positif celui de la Trigono- 
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métrie. Soient s le segment curviligne OM, MT la tan- 
gente à la circonférence dans le sens des arcs posi- 
tifs. Si le point M se déplace, s est une certaine 
(onction de ^, et, dans la position M, la valeur algé- 
brique V du vecteur vitesse MV est 

ds , 

Dans le cas de la figure 4 ï j ^ serait positif, car MV 
est dirigé dans le sens MT. 

Vitesse angulaire à un instant. — Décrivons, de C 
comme centre, ai^ec l^ unité de longueur comme 
rayon, une circonférence auxiliaire ; soient O', M' les 
points où les rayons CO, CM rencontrent cette cir- 
conférence; appelons le segment curviligne O'M' 
compté positivement autour du point C dans le même 

sens que OM. L'arc 6 = 0' M' ainsi défini mesure 
Tangle au centre OCM suivant la méthode adoptée en 
Trigonométrie. Pendant que le point M se meut sur 
sa circonférence, le point M' se meut sur la circonfé- 
rence auxiliaire : la valeur algébrique co de la vitesse 
de M' s'appelle vitesse angulaire du mobile M ou 
aussi vitesse angulaire du rayon OM ; on a donc 



d^ 
dt 



o) = ^ = ei, 



puisque Tare O'M' est 6. 

Comme les arcs OM et O'M' sont décrits dans le 
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même sens de rotation et sont proportionnels aux 
rayons CO = R et CO' = i , on a 

s n 



- = -, 5=R0. 

1 



En prenant les dérivées des deux membres par 
rapport à ty on a, entre la valeur algébrique ^ de la 
vitesse de M et la valeur algébrique (o de sa vitesse 
angulaire, au même instant, la relation 



p = Ro). 



Cette formule est d'ailleurs évidente : si, pendant le 
temps A^, M vient en M|, M' vient en M^ les deux 
arcs MM| et M' M', sont parcourus dans le même sens, 
et l'on a, en écrivant que ces arcs sont proportionnels 
aux rayons des deux circonférences, 



arcMM, = RarcM'M',; 

divisant par A^ et supposant que A^ tende vers zéro, 
on a 

,. arcMMi ^ ,. arc M' M', 

lim — — = R Iim 

ou 

V = Ru). 

On appelle quelquefois la vitesse if la vitesse li- 
néaire du mobile, par opposition avec le nom de 
vitesse angulaire donné à w. 

3® Mouvement circulaire aniforme. — Imaginons 
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en particulier un mobile M décrivant un cercle d*un 
mouvement uniforme, 

La valeur algébrique v de la vitesse est alors con- 
stante; il en est de même de la vitesse angulaire co. 
Dans ce cas, l'arc parcouru par le mobile étant pro- 
portionnel au temps employé à le parcourir, la gran- 
deur de la vitesse est le rapport du chemin parcouru 
au temps correspondant. 

Soit, par exemple, T la durée d'une révolution com- 
plète du mobile; la longueur parcourue pendant le 
temps T est la circonférence airR; la valeur absolue 
de la vitesse est donc 

2ir R 

de même la vitesse angulaire est le rapport de l'arc 
parcouru par le point M' sur la circonférence de 
rayon i au temps correspondant, elle est donc 

air 



Dans ce cas, on a par suite 

, aiuR , iTz 

où il faut prendre + ou — suivant le sens de la rota- 
tion. 

Dans la plupart des applications on prend, comme 
sens positif des arcs, le sens même du mouvement 
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uniforme; alors i^ et o) sonl positifs, et Ton a pour la 
vitesse angulaire 

et pour la vitesse linéaire du mobile 

P=: R(D= — — 

Suivant que l'unité de temps est la seconde ou la 
minute, on dit que co est la vitesse angulaire à la 
seconde ou à la minute. 

Exemple. — La pointe d'une aiguille d'une montre 
ou d'une horloge est animée, par rapport au cadran, 
d'un mouvement circulaire qui est sensiblement uni- 
forme, quoiqu'on réalité il se fasse par petites sac- 
cades. La petite aiguille faisant un tour en 12 heures, 
c'est-à-dire en 1 2 • 60^ secondes, sa vitesse angulaire 
à la seconde est 

21c 

I2.60«' 

si r désigne la longueur de la petite aiguille, la vitesse 
linéaire de la pointe a pour grandeur 

iTtr 
12. 60* 

La grande aiguille faisant un tour en i heure et 
ayant une longueur R, sa vitesse angulaire à la se- 
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conde est 

et la vitesse linéaire de l' extrémité a pour grandeur 

-, 2TCR R 

60* r 

48. Propriété caractéristique du mouvement 
rectiligne. — A^our qu'un mouvement soit recti- 
ligne, il faut et il suffit que la vitesse ait une 
direction constante . 

En effet, si le mouvement est rectiligne, la vitesse 
a une direction constante; réciproquement, si la vi- 
tesse a une direction constante, le mouvement est 
rectiligne, car la trajectoire doit alors être telle que sa 
tangente ait partout la même direction, ce qui n'a 
lieu que pour une ligne droite. 

49. Propriété caractéristique du mouvement 
rectiligne uniforme. — Pour qu'un mouvement 
soit rectiligne et uniforme, il faut et il suffit que 
la vitesse soit constante en grandeur, direction et 

sens. 

Tout d'abord, la condition est remplie pour tout 
mouvement rectiligne et uniforme ; réciproquement, 
si elle est remplie pour un certain mouvement, ce 
mouvement est d'abord rectiligne, car la vitesse a 
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une direction fixe; ensuite ce mouvement rectiligne 
est uniforme, car sa vitesse est constante en grandeur 
et sens {u? 45). 

50. Exercices. 

i^ Problème des courriers sur one courbe non 
fermée. — Étant donnée une ligne indéfinie non 
fermée, comme une ligne droite, on imagine deux 
mobiles se trouvant à l'instant ^ = o en deux points 
donnés de la courbe et décrivant chacun la courbe 
d'un mouvement uniforme de vitesse donnée; on 
demande si les mobiles se rencontrent, où et quand 
ils se rencontrent. Si l'on prend une origine O sur la 
courbe et un sens positif OS pour les arcs {/ig» 38), 
la position du premier mobile M au temps t est définie 
par une équation de la forme 

(i) s = a -h vt, 

où a est la valeur connue de 5 à l'instant initial ^ = o, 
et où (^ est une constante donnée, positive ou néga- 
tive, égale à la valeur algébrique de la vitesse du 
premier mobile. 

De même la position du deuxième mobile M| au 
lemps t est définie par une relation de la forme 

(a) 5] = «1 -+- t>i <. 

Pour que les mobiles se rencontrent, il faut et il 
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suffit que, pour une certaine valeur de ^, on ait 
c'est-à-dire 

On en déduit, pour l'instant de la rencontre, 

(3) {v — Çi)t = ai — a. 

Si ^ est différent de ç*i , cette équation donne t 

a* — a 
t = _J • 

on a ensuite, pour la position du point de rencontre, 

i^ai — a\>\ 



s = Si = 



p — (^1 



Lorsque la valeur trouvée pour t est positive, la 
rencontre a lieu après l'instant initial ; lorsqu'elle est 
négative, elle a lieu avant. 

Si les deux mobiles avaient la même vitesse (^ = Pf 
et partaient à l'instant ^ = o de points différents, 
a^z^aij l'équation (3) ne pourrait être vérifiée par 
aucune valeur de ^, car le premier membre serait 
toujours nul et le deuxième ne l'est pas. Le problème 
n'a pas de solution, comme il est évident a priori, 
. Enfin si l'on avait 

l'équation (3) serait vérifiée quel que soit t, car les 
deux membres seraient toujours nuls; les mobiles 
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partent alors du même point, avec la même vitesse ; 
ils sont évidemment toujours en contact et le pro- 
blème est indéterminé. 



2^ Problème des courriers sur une courbe fermée. 
— Soient deux mobiles M el M| parcourant une courbe 
fermée, comme une circonférence, une ellipse, etc., 
d'un mouvement uniforme. Prenons {Jig> 4^) une 

origine O sur la courbe et un 
sens positif des arcs OS marqué 
par une flèche. Les équations des 
^ deux mouvements sont encore 

5 = a -4- P^, 

5j = «1 -f- Çi t. 

Mais, pour que les mobiles se 
trouvent, au même instant, au 
même point de la courbe, il 
n'est plus nécessaire que sz= S\] il suffit que la diffé- 
rence 5 — s^ des arcs soit égale à un nombre entier 
de fois k la longueur totale L de la courbe fermée 




(4) 



s — Si = kh. 



En effet, il est évident que, si l'on porte, à partir du 
point O, sur la courbe, dans un sens ou dans l'autre, 
des segments curvilignes différant de L, 2L, 3L, . . ., 
on trouve le même point de la courbe après avoir 
fait I, 2, 3, . . . tours sur la courbe. On obtiendra 
donc les époques des rencontres en écrivant l'équa- 
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tîon (4) OÙ Arcst un entier quelconque positif, négatif 
ou nul. On a ainsi 

(t> — pi)r H- a — ai = AL; 

en faisant successivement 

A: = o, ±1, lii 2, d: 3, ..., 

on a les époques des rencontres successives. Nous 
appellerons tf^ les valeurs correspondantes de ^, Ao, 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton ai t appelé v 
la plus grande vitesse de façon que i* — v^ soit positif; 
on aura une rencontre à l'époque 

n^ — a 
«0= 

correspondant à X==o. Après celle-là, il y en auri 
une nouvelle à l'époque 

«1 — a L L 

tx ^ 1 = to-¥- 



correspondant à ^ = i, puis une nouvelle à l'instanl 

Ox — a iL iL 



correspondant à Ar = a, .... 

De même avant l'époque /q» '^ y a eu d'autres ren- 
contres à des époques t_i, /__., ... corrcspondanl 
à Ar = — I, k :=■= — ?., .... Les rencontres se sur- 

Appkli. et CHArruis, Leçons de A/écant e'/e'm 7 
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cèdent à des intervalles de temps réguliers égaux à 



(5) 


T. 

T = ; 


on a, en effet, 





L'intervalle de temps t s'exprime d'une manière 
simple à l'aide des durées des révolutions T et T| 
des deux mobiles. Deux cas sont à distinguer suivant 
que les mobiles marchent /l^i^s le même sens ou en 
sens contraires. 

Si les mobiles marchent dans le même sens, on 
peut prendre ce sens comme sens positif; alors 

L L 

et la relation (5) peut s'écrire 

/r\ fil 

(0) x = t-t;- 

Si les mobiles tournent en sens contraires, le pre- 
mier tournera dans le sens positif, le deuxième dans 
le sens négatif; alors 

J. L 

t^ = ;p» <'i = — rp-» 

et la relation (5) donne 

/ X III 

(7) ï = t^t;- 
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Par exemple, les deux aiguilles d'une montre tour- 
nent dans le même sens, l'une en i heure, l'autre en 
12 heures; cherchons l'intervalle de temps qui sépare 
deux superpositions des aiguilles : il suffira d'imaginer 
un point sur chaque aiguille à l'unité de distance du 
centre du cadran et de chercher l'espace de temps 
qui s'écoule entre deux rencontres successives de ces 
deux points. On a ainsi, en prenant l^ heure comme 
unité, 

I 1 I 



1 12' 



12 , I 

T = -^ = I heure H 

II II 



Ainsi, la première rencontre ayant lieu à midi, les 



autres ont lieu à i*'H , 2*^+ — 

II II 



51. Accélération; hodographe. — Dans un mou- 
vement varié, le vecteur vitesse ne reste pas le même, 
car sa grandeur ou sa direction, ou à la fois sa gran- 
deur et sa direction changent d'un instant à l'autre. 
Pour mesurer la rapidité avec laquelle le vecteur 
vitesse varie, on introduit un nouveau vecteur qu'on 
nomme le vecteur accélération ou, plus simplement, 
V accélération. 

Imaginons un mobile M qui parcourt une certaine 
courbe. Soit M sa position à l'instant ^, MV le vec- 
teur vitesse {fig. 43) : pour nous rendre compte de 
la façon dont ce vecteur varie avec t^ prenons un 
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point fixe arbitraire O' {^fig* 43) et menons par ce 
point un vecteur O'M' égal et parallèle au vecteur vi- 
tesse MV. Si la vitesse 
du mobile M ne chan- 
geait ni en grandeur, ni 
en direction, le point INÎ' 
resterait immobile. Mais 
t variant, le vecteur MV 
change; le point M', ex- 
''' trémi té du vecteur O' M', 
se déplace en parcou- 
rant, suivant une certaine 
loi, une ligne h qu*on 
appelle liodo graphe du mouvement du point M. 
Ainsi, à un autre instant ^ + A^, le mobile M est 
en M|, sa vitesse est le nouveau vecteur MiV<; en 
menant 0'M| égal et parallèle à M| V< , on a le pointM'^ 
de l'hodographe correspondant à la nouvelle posi- 
tion M< du mobile. 

A chaque instant le mobile auxiliaire M' ainsi 
défini a une vitesse qui est un certain vecteur M'V 
tangent à Thodographe : par définition, l^ accélé- 
ration du point M à cet instant est un vecteur MF, 
ayant son origine en M, égal et parallèle à M'V. 
En résumé, l'accélération du mobile M est, à chaque 
instant ^, un vecteur MF appliqué au point M, égal 
en grandeur, direction et sens, au vecteur vitesse M'V 
du point correspondant M' sur l'hodographe. 

On peut dire, sous forme abrégée, que l'accélé- 



?'• 



CINEMATIQUE. 101 

ration est égale à la vitesse avec laquelle varie le 
vecteur vitesse. 

Appliquons maintenant cette définition générale 
à quelques cas simples, entre autres au mouvement 
rectiligne et au mouvement circulaire uniforme. 

5!2. Hodographe et accéléiation d'un mouve- 
ment rectiligne varié. — Soit un mobile M par- 
courant Taxe Ox d'un mouvement varié et possédant 
à l'instant t la vitesse représentée par le vecteur MV 
{Jlg- 44 )î pour tracer l'hodographe de ce mouve- 
ment, prenons une ori- 
gine fixe O' et menons, * ^*^' ^^' 

à partir de cette origine, . 

un segment O'M' égal et 



> > » ■■ 



M r V X 



parallèle à MV. Quand o' M' V x- 

t varie, la vitesse du 

mobile M change de grandeur, mais non de direction ; 
les points M', que l'on obtient par la construction de 
l'hodographe, se trouvent donc tous sur la droite O'x' 
parallèle à Oa?, et l'hodographe est la droite O'a/. 

Si la vitesse du Doint M était constante, le point M' 
de l'hodographe serait immobile ; la vitesse du point M 
étant variable avec /, le point M' se déplace lui-même 
avec une vitesse M' V qui est égale à l'accélération M F 
du point M. 

Valeur algébrique du vecteur accélération dans 
un mouvement rectiligne. — Sur l'axe Cyx' l'ab- 
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scisse x^ du point M' est par construction égale à la 
vitesse p du point M : ^'= c. La valeur algébrique y 
de la vitesse M'V de ce point est donc 

_ dx' ___ dv 
^ " ~dt " di 

Ce même nombre y exprime donc la valeur algé- 
brique de l'accélération MF du mobile M sur l'axe O^. 

On a encore, comme v est la dérivée première de x 
par rapport à ^, 

d^x 



Y = ^/ = 



dt^ 



En résumé, l'accélération est, comme la vitesse, un 
vecteur MF dont la valeur algébrique y est la dérivée 
de ç par rapport à ^, c'est-à-dire la dérivée deuxième 
de X par rapport à t. L'accélération est dirigée dans 
le sens positif ou le sens négatif suivant que sa valeur 
algébrique y est positive ou négative. 

Exemple. — Dans un mouvement rectiligne et 
uniforme le vecteur vitesse est constant en grandeur 
et direction, ç = const.; l'accélération est donc nulle. 
Réciproquement, si un mouvepient rectiligne est tel 
que son accélération soit constamment nulle, il est 
uniforme. En effet, dans cette hypothèse, on aurait 

dv 
dt=''' 

donc V serait constante et le mouvement uniforme. 
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Mouvement rectiligne accéléré ou* retardé. — On 
dît qu'un mouvement est accéléré quand sa vitesse 
croît en valeur absolue ; il est retardé quand sa vitesse 
décroît en valeur absolue. En d'autres termes, le mou- 
vement est accéléré ou retardé suivant que le carré ^^ 
augmente ou diminue. 

Donc un mouvement rectiligne est accéléré quand 
la dérivée 

dt dt * 

esl positive; il est retardé quand cette même quan- 
tité est négative» On peut dire aussi que le mouve- 
ment est accéléré quand (^ et y Oïit le même signe, 
c'est-à-dire quand les vecteurs vitesse et accélération 
ont le même sens; il est retardé dans le cas con- 
traire. 

53. Mouvement rectiligne uniformément varié. 
— Nous avons vu plus haut que le mouvement rec- 
tiligne uniforme est caractérisé par ce lait que son 
accélération est nulle. Le mouvement rectiligne qui 
se présente comme le plus simple, après le mouvement 
uniforme, est alors un mouvement dans lequel l'accé- 
lération aurait une valeur constante différente de 
zéro. Un tel mouvement est dit uniformément varié. 

Équation du mouvement. — Soit y la valeur con- 
stante de l'accélération; on aura, en appelant v la 
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valeur algébrique de la vitesse, 



dt 



= ï 



» 



d'où, en prenant la fonction primitive, 

i^o désignant la vitesse du mobile à l'instant ^ = o. 

doD 
Mais v^=^ ,-: on a donc 

Lit 

dx 

d'où, en prenant la fonction primitive et remarquant 
que (^0 6t Y sont constants, 

(2) a? = To-h Co'-t- 7Y' » 

Xq étant une constante qui représente la valeur de x 
pour ^ = o, c'est-à-dire l'abscisse du mobile à l'ori- 
gine du temps. Cette équation (2) est l'équation du 
mouvement rectiligne uniformément varié. 

On voit que, dans l'équation du mouvement, x est 
une fonction du deuxième degré en t. Inversement, 
toutes les fois que x est une fonction du deuxième 
degré en / 

a? = a -H 6< -H c^', 
le mouvement est uniformément varié, car, eu pre- 
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nant la dérivée première, on a la vitesse 

et en prenant encore une fois la dérivée on a l'accé- 
lération 

qui est constante 

Théorème. — Dans un moiwement rectiligne 
uniformément varié, la variation Ai^ de la vitesse 
pendant un intervalle ^t est proportionnelle à A/ 

et le rapport - est égal à l'accélération con- 
stante Y du mouvement. 

En eiFel, Téquation (i) donne immédiatement, si 
Ton fait croître t de A^ et v de At^, 

inversement, si, dans un mouvement rectiligne, la 
vitesse varie proportionnellement au temps, le mou- 
vement est uniformément varié ; en effet, par hypo- 
thèse, V- est constant; la limite de ce rapport -r* 

c'est-à-dire l'accélération, est donc constante, ce qui 
est la définition même du mouvement uniformément 
varié. 

Discussion. — Un mouvement uniformément vsirié 
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est à certains instants retardé et, à d'autres, accéléré. 
Pour le montrer, considérons, suivant la règle géné- 
rale, le produit 

ce produit s'annule à l'instant 

où la vitesse s'annule. Il est négatif quand t <i tt et 
positif quand ^ > ^^ ; le mouvement est retardé pour 
t <iti et accéléré pour f > <i . 

Pour discuter complètement le mouvement, on est 
ramené à discuter la variation d'un trinôme du 
deuxième degré. Supposons, pour fixer les idées, 
Y > o et reprenons les équations 

dx 

la variable indépendante t va toujours en croissant,. 

la vitesse s'annule à l'instant /< =: — ^; tant que 

t <i t* la vitesse est négative, x va en décroissant, le 
mobile M marche dans le sens négatif; pour t';> t^y 
la vitesse est positive, x croît et le mobile marche 
dans le sens positif. A l'instant 1=^1^^ x prend sa 
valeur minimum 

^\ 

•^t = ^0 
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et le mobile occupe une position Oi , qui est la plus à 
gauche de toutes les positions qu'il peut prendre 
{fig. 45). En pjg^5 
résumé, quand Y . . . 

. .^ * O1 M ac 

est positif, t va- 
riant de — 00 à 4- 00, le mobile vient de l'infini à droite 
usqu'au point 0|, qu'il atteint pour ^=^i, puis 
retourne de 0| à l'infini à droite; dans la première 
phase, le mouvement est retardé; dans la deuxième, 
il est accéléré. 

Si l'on prend un point déterminé M d'abscisse x 
plus grande que a?i, le mobile passe deux fois en M, 
une fois en marchant vers 0<, et une fois en s'éloi- 
gnant; il est à remarquer que les deux vitesses 
correspondantes sont égales et de signes contraires. 
C'est ce que l'on voit immédiatement en exprimant v 
en ionction de x. En élevant l'expression de s^ au 
carré, on peut écrire 



p« = i>5 -f. 2 Y ( t'o ^ H- - Y ^' ) » 



c'est-à-dire, d'après l'expression de a?, 

Cette formule donne pour v des valeurs réelles, à 
condition que 
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condition vérifiée ; les deux valeurs de if sont d'ailleurs 
égaies et de signes contraires. 

Dans cette discussion, nous avons supposé y P^" 
sitif ; on traiterait de même le cas de y négatif. 

Forme réduite de l'équation. — Remarquons, d'une 
manière générale, que l'on peut toujours chercher à 
simplifier l'équation d'un mouvement rectiligne en 
choisissant convenablement l'origine des temps et 
l'origine des espaces. Actuellement, prenons comme 
origine des temps l'instant où la vitesse s'annule et 
comme origine des espaces la position correspondante 
du mobile. Dans ces conditions, la vitesse t^oj corres- 
pondant à t = Oy est nulle et l'abscisse correspon- 
dante Xq est nulle. Les équations donnant x et v 
prennent alors les formes réduites 

X = -Y/^ V = y t. 

2 

Avec ce choix d'origines, on a deux formules cor- 
respondant à des énoncés très simples qui résument 
les lois de la chute libre des corps sans vitesse initiale 
et dans le vide : 

i** Les espaces parcourus sont proportionnels 
aux carrés des temps employés à tes parcourir ; 

2° Les vitesses sont proportionnelles aux temps 
employés à les acquérir. 

54. Mouvement oscillatoire simple sur une 
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droite. — Considérons un mouvement rectîligne 
dont, l'équation est 

X z=z a sîn((»)< H- 8), 

fl, (0 et 8 étant des constantes; c'est un mouvemenl 
périodique, puisque le mobile repasse aux mêmes 
points à des intervalles de temps égaux; en effet, si 

nous augmentons t de — > l'arc (i>^ + 8 augmente 

de ait; les sinus de deux arcs qui diffèrent de 2 7r 
étant égaux, x Pi^^g 

renrend la même « 

I , - —a - - « ^ 



Soit O rori- 

gine des espaces [fig* 46); prenons» comme origine 

des temps l'instant où le mobile est au point A' 

d'abscisse — <3r; on aura, pour ^ = 0, j: = — a\ on* 

aura donc > 

— I = sinS 

et, par suite, on peut prendre 

'2 

L'équation du mouvement s'écrit alors 

x-=a%\w(iùt )= — acosw/. 

Les points A et A' correspondent aux positions 
eT[trêmes 4- a et — a du mobile qui, dans son mou- 
vement- vibratoire, oscille autour du point O. 

Appelons T le temps d'une oscjUation double ou 
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complète, c'est-à-dire le temps que le mobile met à 
aller de A' en A et à faire retour en A'; T sera ce 
qu'on appelle la période; elle est caractérisée par ce 
fait qu'au bout du temps T le mobile reprend et la 
même position et la même vitesse; on voit d'autre 

part que x sera nul lorsqu'on aura ^ = — et, par suite, 





T 

o = — acosw — , 

4 


d'où 




2ir 

0)= ^ 


et, par suite, 




• 


X — — a COS '2 Tt 7= 



La période T est l'inverse du nombre N des vibra- 
tions à la seconde ï = |^ • 

Dans l'étude des mouvements vibratoires, x prend 
le nom à^élongation. 

On déduit de l'équation du mouvement, sous cette 
forme, les expressions de la vitesse et de l'accéléra- 
tion en fonction du temps 

p = -, = a -=- sin -7=- = nu) sina><. 
at ï v 

Y = ^ = «( -«r I fos — ^ = aïo' cosu)^. 

a s'appelle V amplitude du mouvement vibratoire, 
aci) est la vitesse maximum que prend le mobile 
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T 

au temps — du passage au point O; l'arc tôt oa 

(lût dzh) a. reçu le nom de phase de vibration. 

Lavitesse etTaccélération sont, comme l'élongation, 
représentées par des fonctions sinusoïdales du temps ; 
le produit de ces quantités étant alternativement 
positif et négatif, le mouvement est alternativement 
accéléré et retardé. 

La discussion de ces équations peut se résumer 
dans le Tableau suivant : 



t= o, 


X z= — a, 


t' = 0, 


Y = -4- aco^. 


T 


a: = o, 


p = -t- a O), 


Y = o. 


T 

t — — j 
1 


a? — H- a, 


p = o, 


Y = — ao)'. 


3T 


a? = o, 


c = — ao), 


Y = o. 


/-T, 


X = — «, 


P = 0, 


Y =-4- ato'. 



De Ta 2T, ^, (^ et Y repasseraient par les mêmes 
valeurs, et ainsi de suite. 

De A' en O, le mouvement est accéléré; il est 
retardé de O en A, puisque, la vitesse étant positive, 
l'accélération est négative; de A en O, le mouvement 
est accéléré, la vitesse et l'accélération étant à la fois 
négatives; enfin, de O en A', le mouvement est 
retardé, la vitesse est dans cet intervalle négative, 
alors que l'accélération est positive. 

On appelle aussi fréquence F le nombre N des 
oscillations complètes à la seconde; c'est, par consé- 



112 LEÇONS DR MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRR. 

quent, Uînverse de la période 

Expressions de la vitesse et de l'accélération en 
fonction de l'élongation. — Dans le mouvement 
oscillatoire que nous venons d'étudier, le mobile 
passe une infinité de fois par une même position M 
d'abscisse x, comprise entre — a ei -i- a. Il y passe 
toujours, avec la même vitesse en valeur absolue. En 
efTet, en éliminant t entre les expressions de x et de p, 
on a immédiatement 

ci 

d'où, pour chaque valeur de or, deux valeurs de c^ 
égales et de signes contraires, l'une correspondant au 
cas où le mobile passe en M en marchant dans un 
sens, et l'autre au cas où il passe en M en marchant 
en sens contraire. Quant à l'accélération, elle est 
dirigée vers le centre de vibration O et varie propor- 
tionnellement à la distance du mobile à ce centre; 
on a en effet 

Y = — co'a?; 

Y est donc de signe contraire kx ci proportionnel à x. 

Formule générale. — Si l'on avait pris un cosinus 
an lieu d'un sinus 

X — a cos((o/ -t- §), 
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on aurait eu un mouvement identique, avec les mêmes 
conclusions, sauf un changement dans l'origine des 
temps; on peut en effet écrire cette dernière équation 



a? = a sin I w f ^ H ) "^ M 



ou, en comptant le temps à partir de l'instant » 

a? = a sin(a)^-4- 8). 

H est évident qu'un mouvement défini par une 
équation de la forme 

a* = A cos 0) / -h B sin (0 ^, 

où A et B sont constants, rentre^dans le précédent; 
car, en déterminant deux constantes a et 8 par les 
équations 

A=acos8, B= — asinS, 
on a 

X = acos(a>^ -4- 8). 

55. Mouvement circulaire uniforme. — Le 

mobile M décrit la circonférence de rayon R avec 

une vitesse v constante en grandeur, mais variable en 

direction; il y a, par conséquent, une accélération. 

En prenant comme sens positif sur la circonférence 

le sens du mouvement, nous supposerons v> o. 

Appliquons la construction de l'hodographe : soil ^ 

Mc^ la vitesse du point M, menons par le point O 

une droite OM' parallèle et égale à Mt»; le lieu de M' 
Ai'i'LLL et CuAPi'Uis, Leçons de AJécan. élént. 8 
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est évidemment une circonférence de rayon v que le 

point M' parcourt dans le 
même sens et dans le même 
temps que M emploie à par- 
courir la circonférence de 
rayon R (/rg. 47)- L'hodo- 
^raphe est donc une autre 
circonférence parcourue d'un 
mouvement uniforme avec la 
même vitesse angulaire que la 
première. 
Le rapport des vitesses i^ et y des points M et M' est 

le même que celui des rayons R et (^ ; on a donc 










d'où 



cS 



^=R 



La vitesse y du point M' de Thodographe est l'accé- 
lération du point M se déplaçant d'un mouvement 
uniforme sur la circonférence ; figurons cette vitesse 
en M'y et menons par le point M une paraljèle M y 
égale et de même sens ; ce vecteur figure l'accéléra- 
tion du point M ; elle est donc constante en grandeur 
et dirigée vers le centre de la circonférence suivant 
le rayon. 

Si l'on appelle T la durée d'une résolution, c'est- 
à-dire le temps que le mobile met à parcourir la cir- 
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conférence, on a, pour les vitesses angulaire et linéaire 

deM(n«47), 

en portant cette valeur de ç dans l'expression de y, 
il vient 

Cherchons, par exemple, Taccélération de l'extré- 
mité M de la grande aiguille d'une horloge. Soit R le 
rayon de l'horloge, le point M est alors animé d'un 
mouvement circulaire uniforme dont la vitesse angu- 
laire à la seconde est 



21C 

(0 = 



Go* 



L'accélération MF est à chaque instant dirigée vers 
le centre de l'horloge et égale à 

Pour fixer les idées, si l'on prend comme unité de 
longueur le centimètre, en supposant R = i "' ^= 100*^™, 
on a, pour la grandeur de l'accélération, 

__ 4~*x 100 
56. Mouvement curviligne uniforme quel- 
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conque. — Nous venons de voir que, dans un 
mouvement circulaîre uniforme, l'accélération est 
constamment normale à la trajectoire. Ce fait est 
général en ce sens que, dans un mouvement curvi- 
ligne uniforme quelconque, l'accélération est un 
vecteur normal à la trajectoire. En eflFet, supposons 
que la grandeur de la vitesse soit constante ; alors, 
dans la construction de l'hodographe (n** 51), la lon- 
gueur O'M' égale à la vitesse est constante; le lieu 
du point M', l'hodographe, est donc une courbe 
située sur une sphère de centre O', et la tangente M' V 
à cette courbe est perpendiculaire au rayon O'M'. 
L'accélération MF parallèle à M'V est donc perpen- 
diculaire à la vitesse MV parallèle à O'M' : ce qui 
démontre la proposition. 

57. Propriété caractéristique du mouvement 
rectiligne uniforme. — Dans un mouvement recti- 
ligne uniforme, l'accélération est constamment nulle ; 
réciproquement, si un point se meut de telle façon 
que son accélération soit constamment nulle, il se 
meut d^un mouvement rectiligne uniforme. 

En effet, reportons-nous à la définition de l'accé- 
lération à l'aide de l'hodographe (n® 51). Si l'accélé- 
ration MF est constamment nulle, cela veut dire 
que le point auxiliaire M' a une vitesse constant- 
ment nulle. Le point M' est donc immobile, et le vec- 
teur O'M' est constant en grandeur, direction et 
sens. Comme O'M' est égal et parallèle au vecteur 
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vitesse MV, le mobile possède un mouvement dans 
lequel le vecteur vitesse est constant en grandeur, 
direction et sens ; ce mouvement est donc rectiligne 
et uniforme (n® 49). 

D'après cela, dans tout mouvement qui n'est pas à 
la fois rectiligne et uniforme, il existe une accéléra- 
tion : dans un mouvement rectiligne varié, Taccélé- 
ralion MF est dirigée suivant la droite parcourue par 
le mobile (n° 52) ; l'angle TMV de l'accélération avec 
la vitesse est alors o® ou i8o®. Dans un mouvement 
curviligne unijorme, le vecteur accélération MF est 
normal à la trajectoire : l'angle FMV est droit. Dans 
un mouvement curviligne varié, le vecteur accélé- 
ration fait avec la tangente à la trajectoire un angle 
qui n'est ni nul ni droit * l'angle FMV est différent de 
o°, 90°, 180**. 

,58. Dérivées géométriques. — Leur applica- 
tion à la définition de la vitesse et de l'accéléra- 
tion. — Soit un vecteur OM donr _,. ,. 

Fig. 48. 

l'origine O est fixe {fig» 48) et 
dont l'extrémité M est animée d'un 
mouvement déterminé de façon à 
décrire une certaine trajectoire; à 
l'instant t le vecteur a une posi- 
tion OM, à l'instant ^ -h A^ une 
position OMi. L'accroissement géométrique du vec- 
teur est la différence géométrique 

(OMO-(OM), 
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c'est-à-dire un vecteur égal à MMf. Le rapport de 
cet accroissement à l'accroissement du temps est le 
vecteur MB, 

MB =51^, 

ayant même direction et même sens que MM« 

Quand A^ tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers 
un vecteur limite MD tangent à la trajectoire qu'on 
appelle dérivée géométrique du vecteur OM. 

D'après cela, la dérivée géométrique d^un vec- 
teur variable, d^ origine fixe, est la limite du 
rapport de V accroissement géométrique du vec- 
teur à l'accroissement A^ du temps, quand A^ tend 
vers zéro. 

On voit alors immédiatement, d'après la définition 
même de la vitesse moyenne et de la vitesse, que : 
la vitesse d'un point M est la dérivée géométrique 
d'un vecteur issu d'un point fixe quelconque et 
allant au mobile. 

On voit de même, d'après la définition de l'accélé- 
ration à l'aide de l'hodographe, que : l'accélération 
d'un mobile M, à un instant quelconque, est égale 
à la dérivée géométrique d'un vecteur O'M', d'ori- 
gine fixe (y (fig* 43), égal à la vitesse MV du 
mobile. 
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m. - MOUVEMENTS ÉLÉMENTAIRES D'UN SYSTÈME 
INVARIABLE OU CORPS SOLIDE. 

59. Exemples de mouvement d'un corps so- 
lide. — Nous avons défini au n? 30 ce qu'il faut 
entendre par système im^ar table ou corps solide. 

Lorsqu'un corps solide est en mouvement par rap- 
port à un certain système de comparaison, les divers 
points A, B, C, . . ., du corps décrivent certaines tra- 
jectoires avec certaines vitesses et certaines accélé- 
rations. Les distances mutuelles de ces points AB, 
BC, AC, . . . restent invariables. 

On prend souvent comme système de comparaison 
la Terre et Ton rapporte à la Terre les mouvements 
observés à sa surface. Voici quelques exemples de 
mouvements de corps solides par rapport à la Terre. 

I ° Quand on lance en l'air un corps solide pesant, 
comme une pierre, un bâton, etc., on voit, en géné- 
ral, ce corps se déplacer en tournant sur lui-même : 
son centre de gravité décrit une courbe qui est voi- 
sine d'une parabole d'axe vertical et qui serait rigou- 
reusement une parabole sans la résistance de l'air; en 
méipe temps, le corps tourne. 

2° Une bille de billard en mouvement est un corps 
solide en mouvement par rapport à la Terre : son 
centre décrit une trajectoire située dans un plan 
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parallèle au plan du tapis et, en général, la bille 
tourne en même temps que son centre se déplace. 

3" Une porte qu'on ouvre ou qu'on ferme, un tiroir 
de meuble qu'on fait mouvoir, une vis qu'on en- 
fonce dans une pièce de bois donnent des exemples 
simples de corps solides en mouvement. 

Nous n'étudierons pas ici les circonstances qui 
se présentent pour la distribution des vitesses et des 
accélérations aux différents points d'un solide en 
mouvement, dans le cas le plus général. Nous nous 
bornerons à des mouvements simples qui se ren- 
contrent habituellement dans les objets usuels et dans 
les machines. Ces mouvements sont : 

Le mouvement de translation ; 

Le mouvement de rotation ; 

Le mouvement hélicoïdal ou mouvement de vis. 

60. Mouvement de translation. — Un corps 
solide est animé d'un mouvement de translation, 

par rapport à un système de 
comparaison (S), quand il se 
déplace de telle façon que tous 
les segments de droites, joignant 
les points du corps deux à deux, 
restent parallèles à des direc- 
tions fixes prises dans le sys- 
tème (S). Pour cela il suffit évidemment que le tri- 
èdre obtenu en joignant un point A du corps {fig* 49) 
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à trois points B, G, D du corps, non sttaés dans ua 
même plan avec le point A, se déplace parallèlement 
à un trièdre invariablement lié au système (S); il 
siifl] t même que les côtés de l'angle BAC se déplacent 
parallèlement à deux directions fixes du système (S), 
puisque alors l'ar£te AD conserve nécessairement une 
direction fixe. 

On peut dire, en langage vulgaire, qu'un corps 
solide est animé d'un mouvement de translation quand 
il se déplace sans tour- 
ner par rapport au sjs- "' "' ' 
lème de comparaison. 

Par exemple, imagi- 
nons un parallélépipède 
solide {_fig- 5o) qui se 
déplace de telle façon 
que l'un de ses som- 
mets A décrive une 
courbe quelconque S'S, 
mais que ses arêtes AB, 
AC, AD conservent, par 
rapport à la Terre, des 
directions axes : le parallélépipède est alors aniiné 
d'un mouvement de translation par rapport à la Terre. 




Théorème I. — Dans un mouvement de transla- 
tion, les trajectoires décrites par les dijfférents 
points du corps solide sont égales et peuvent être 
superposées par un mouvement de translation. 
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En effet, soient A et B (Jig. 5o) deux points d'un 
corps animé d'un mouvement de translation ; la 
droite AB conserve, pendant le mouvement, une 
grandeur et une direction fixes. Le point A décrit une 
trajectoire S' S, sur laquelle il occupe successivement 
les positions A, Ai, A2, . . .; le point B décrit une 
trajectoire S', Si sur laquelle il occupe les positions 
correspondantes B, Bi , B2, .... Comme les droites AB, 
A|Bi, A2B2, ... sont égales et parallèles, la courbe S'S 
peut être superposée à S'^ Si par un mouvement de 
translation, dans lequel chaque point de S'S décrit 
une portion de droite égale et parallèle à AB. D'après 
cela, quand un solide est animé d'un mouvement de 
translation, il suffit de connaître la trajectoire de l'un 
des points du corps pour connaître les trajectoires de 
tous les autres. 

Quand les trajectoires des divers points sont des 
droites, ces droites sont nécessairement parallèles ; le 
mouvement de translation est dit recUligne, Quand 
les trajectoires des divers points sont des cercles, ces 
cercles sont égaux et situés dans des plans parallèles; 
le mouvement de translation est dit circulaire. 

Théorème II. — Dans un mouvement de transla- 
tion, tous les points du corps solide ont, au même 
instant, des vitesses égales en grandeur, direction 
et sens. 

En effet, soient (Jig. 5o) A et B, les positions de 
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deux points quelconques du corps à l'instant ^, A4 
et B« les positions de ces points à l'instant posté- 
rieur t -f- A^. Les droites AB et A| B| étant égales et 
parallèles, il en est de même des cordes AA| et BB<, 
car la figure AA| 64 B est un parallélogramme. Si l'on 
porte sur AA| et BB| , à partir des points A et B, des 

vecteurs AW et BWi égaux à -— ^ et -rr » ces deux 

^ Oit Okt 

vecteurs qui sont les vitesses moyennes des deux 
points ont même grandeur, même direction et même 
sens. Si maintenant ùkt tend vers zéro, ces deux vec- ' 
teurs égaux tendent vers les vitesses AV et BV« des 
points A et B à l'instant t ; ces deux vitesses sont donc 
égales en grandeur, direction et sens. 

A l'instant ^, tous les points ont donc le même 
vecteur vitesse : ce vecteur est la vitesse du mousse- 
ment de translation à V instant t. 

Ainsi, un mouvement de translation sera dit uni- 
forme, si la vitesse du mouvement est constante en 
grandeur quand t varie. Un mouvement de transla- 
tion sera dit rectili^ne uniform,e si le mouvement est 
rectiligne et si de plus la vitesse a une grandeur con- 
stante, c'est-à-dire si la vitesse du mouvement de 
translation est constante en grandeur, direction et 
sens. 

Théorème III. — Dans un mouvement de trans- 
lation, tous les points du solide ont au même 
instant la même accélération . 
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En effet, comme tous les points ont, à chaque 
instant, la même vitesse, Fhodographe est, pour tous 
les points, identiquement la même courbe parcourue 
de la même façon : Taccélération est donc la même 
pour tous les points en grandeur, direction et sens. On 
l'appelle V accélération du mouvement de transla- 
tion. 

Exemples. — Quand on ouvre ou ferme un tiroir 
d'un meuble, le tiroir prend, par rapport au meuble, 
un mouvement de translation rectiligne; le mouve- 
ment peut être effectué plus ou moins rapidement, 
mais, à chaque instant, tous les points du tiroir ont la 
même vitesse et la même accélération. 

Quand on pose un verre plein d'eau sur une table, 
on lui donne instinctivement un mouvement qui est, 
ù peu près, un mouvement de translation par rapport 
à la table. 

Dans une locomotive, deux roues voisines situées 
d'un même côté sont réunies par une bielle d'accou- 
plement qui oblige ces deux roues à tourner de la 
même façon, par rapport à la locomotive ; cette bielle 
est un corps solide qui, par rapport à la locomotive, 
est animé d'un mouvement de translation circu- 
laire. 

61. Rotation d'un corps solide autour d'un axe 
fixe. — Imaginons {Jig, 5i) un corps solide dans 
lequel les points appartenant à une certaine droite AB 
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sont assujettis à rester ^^e^ par rapport au système 

de comparaison : alors le corps ne peut plus que 

tourner autour de la droite AB. Quand il tourne, 

on dit qu'il possède un mouvement de p. ^^ 

rotation autour de AB; la droite AB 

s'appelle axe de rotation. C'est ainsi 

qu'une porte est, par l'intermédiaire 

des gonds, assujettie à tourner autour 

d'un axe fixe; que les aiguilles d'une 

montre sont animées, par rapport au 

cadran, d'un mouvement de rotation 

autour d'un axe (ixe perpendiculaire au plan du 

cadran. 

Quand le corps tourne autour de l'axe AB(y?^. 5i), 
chaque point M du corps décrit une circonférence 
dont le plan est perpendiculaire à l'axe, dont le centre 
est la projection P du point sur l'axe et dont le rayon 
est la distance MP du point à l'axe. La vitesse du 
point à ui) instant t est un vecteur MV tangent au 
cercle, c'est-à-dire un vecteur MV mené perpendicu- 
lairement au plan MAB du point M et de l'axe, dans 
le sens du mouvement. Il est évident que tous les 
points situés à la même distance de l'axe ont des 
vitesses égales en grandeur : en effet, si, pendant le 
temps A^, le corps tourne d'un certain angle, tous les 
points situés à la même distance de l'axe décrivent 
des arcs de cercle égaux : leurs déplacements sont 
donc égaux, par suite leurs vitesses moyennes sont 
égales en grandeur et, en supposant que ùkt tende vers 
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zéro, on voit que leurs vitesses à l'instant t sont égales 
en grandeur. 

Vitesse angulaire. — D'après ce que nous avons 
vu (n° 47), la vitesse angulaire du point M est la 
grandeur de la vitesse du point du rayon PM situé à 
l'unité de distance du centre P. 

Comme tous les points situés à l'unité de distance 
de l'axe ont la même vitesse en grandeur, on est con- 
duit à appeler vitesse angulaire du corps, à V in- 
stant t, la grandeur w de la vitesse des points du 
corps situés à l'unité de distance de l'axe, 

La vitesse linéaire d'un point M situé à la dis- 
tance MP de l'axe a alors pour grandeur (n® 47) 

V=r.(û MP. 

MouTement de rotation uniforme. — En général, 
la vitesse angulaire est variable avec ^, car le corps 
peut, à certains instants, tourner plus «vite qu'à 
d'autres. Quand w est constant, le mouvement de rota- 
tion est uniforme. 

Dans ce cas, les angles dont le corps tourne sont 
proportionnels aux temps pendant lesquels ils sont 
décrits, et l'on a, en appelant A9 l'arc parcouru, pen- 
dant le temps A^, par un point à l'unité de distance 

de l'axe, 

AO 

-— = to. 

Quand les machines, dont certaines pièces tournent, 
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ont pris leur régime normal, la vitesse angulaire de 
chaque pièce tournante devient constante. On carac- 
térise d'habitude le mouvement d'une de ces pièces 
par le nombre n de tours qu'elle exécute à la minute. 

L'espace 2 /ne décrit par un point m situé à l'unité ' 
de distance de l'axe sur la circonférence de rayon urij 
d'un mouvement uniforme, en une minute, mesure la 

vitesse angulaire à la minute, et —r— = o) est la vitesse 

angulaire à la seconde. Cette formule peut servir à ré- 
soudre le problème inverse : connaissant co, trouver n, 
La vitesse linéaire à la seconde d'un point situé sur 
la pièce qui tourne à distance R de Taxe est 

p = wR = — — R. 
60 

Cette même formule peut servir à traiter le pro- 
blème inverse : A combien de tours à la minute 
faut-il faire tourner un axe pour qu'un point qui lui 
est lié, à distance R, ait une vitesse linéaire v à la 
seconde? 

Représentation d'une rotation par un vecteur. — 
Pour déterminer, à un instant ^, les vitesses des dif- 
férents points d'un solide animé d'un mouvement de 
rotation, il faut connaître trois éléments : l'axe de 
rotation, la grandeur (o de la vitesse angulaire et 
le sens de la rotation. On représente, comme il suit, 
ces trois éléments par un vecteur : on prend, sur l'axe 
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de rotation (^fig* 52) un point quelconque A ei, à 
partir de ce point, on porte sur l'axe un vecteur Aco, 

de longueur w, dans un sens tel que 
les points du corps tournent dans le 
sens positif autour de Taxe orienté 
^ Ao) (n® 16). Rappelons que ce sens 

positif est tel qu'un observateur a^ant 
les pieds en A et la tête en co voie les 
points du corps tourner autour de lui 
de sa gauche vers sa droite. 

A chaque rotation correspond ainsi 
un vecteur dont le point d'applica- 
tion A est un point quelconque pris sur l'axe. Inver- 
sement, la rotation est entièrement caractérisée par 
le vecteur Aw, car le vecteur Aw étant donné, on 
connaît l'axe de rotation qui est la droite portant ce 
vecteur, la vitesse angulaire qui est exprimée par le 
même nombre que la longueur Ao) du vecteur, et le 
sens de la rotation qui est le sens positif des rotations 
autour de Aci). 

Exemples. — Par exemple (n** 47), si une montre 
est posée sur une table, le cadran en haut, la rotation 
de la gi'ande aiguille sera représentée par un vec- 
teur A(o, perpendiculaire au cadran en son centre, 
orienté vers le haut et' ajant une longueur exprimée à 
une certaine échelle par le nombre 

T.TZ 
(I) =: . 

6o2 
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Prenons, comme autre exemple, le mouvement de 
rotation de la Terre autour de son axe. Si Ton prend 
comme système de comparaison un trièdre Oxyz 
ayant son sommet au centre de la Terre (Jig* 53) et 
ayant ses arêtes diri- 
gées vers trois étoiles '"'S- ^^• 
fixes, le mouvement 
de la Terre par rap- 
port à ce trièdre est 
une rotation uniforme 
autour d'un axe PP', 
invariablement lié au 
trièdre. Cet axe s'ap- 
pelle ligne des pôles : 
les points où il perce la 
surface sont les pôles 

terrestres P et P'; nous supposerons, dans la figure, 
que P soit le pôle nord et P' le pôle sud. La durée de la 
rotation est d'environ 4 minutes (exactement 3™ 55%9 1 ) 
plus courte que le jour moyen : elle constitue ce 
qu'on appelle le Jour sidéral comprenant exacte- 
ment un nombre T = 24.60^ — 3. 60 — 55,91 secondes 
de temps moyen. Ce mouvement de rotation se fait de 
l'ouest (W) à l'est (E). Sa vitesse angulaire <o est 




(I) 



0) = -TjT =0,0000729, 



nombre un peu plus grand que la moitié de la vitesse 

angulaire de la petite aiguille d'une montre. Le vec- 

Appell et Chappuis, Leçons de Mécan. élém. 9 
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leur Ow, représentatif de la rotation terrestre, est 
donc dirigé suivant Taxe PP', dans le sens PP'; sa 
grandeur est mesurée par le nombre w (i). 

Si l'on considère un point de la Terre situé à la 
distance r de l'axe, ce point a, par rapport au 
trièdre Oxyz, une vitesse linéaire v égale à wr. Les 
points de la surface de la Terre ont donc des vitesses 
linéaires très différentes, suivant leurs latitudes ; pour 
un point de l'équateur on a r = 6378263'", avec une 
erreur possible de 7 5" en plus ou en moins : la vitesse 
linéaire est donc de 465™ à la seconde; à la latitude 
d'Edimbourg, cette vitesse n'est plus que de 260™ à la 
seconde; au pôle elle est nulle. 

Quand on emploie ce mode de représentation d'une 
rotation par un vecteur, la distribution des vitesses 
des divers points du corps qui tourne se rattache à la 
notion du moment linéaire par le théorème suivant : 

Théorème. — Une rotation étant représentée par 
un vecteur Aw, le vecteur vitesse MV d^un point 
quelconque M du corps est égal au moment 
linéaire du vecteur Aw par rapport au point M. 

En effet, le vecteur vitesse MV de M est égal au 
produit de la grandeur co du vecteur Ao) par la dis- 
tance MP du point M à ce vecteur {fig> 62); il est 
perpendiculaire au plan MAw et dirigé de façon qu'un 
mobile allant de A en o) tourne autour de MV dans le 
sens positif. Or, c'est précisément là la définition 
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du moment linéaire du vecteur Ao) (n® 17), par rap- 
port à M. Le théorème est donc démontré. 

D'après ce théorème, toutes les questions relatives 
aux vitesses des divers points d'un corps tournant se 
ramènent à des questions sur les moments linéaires. 

62. Mouvement hélicoïdal d'un solide. — Le 
mouvement hélicoïdal d'un corps solide est le mou- 
vement que prend une vis par rapport à la pièce de 
bois dans laquelle elle se visse ou un tire-bouchon 
par rapport au bouchon. Pour le définir géométrique- 
ment, d'une façon rigoureuse, il faut que nous fas- 
sions connaître d'abord sommairement la définition 
et les propriétés caractéristiques de l'hélice circulaire. 

Hélice. — Soient un cylindre droit (^fig» 54) à sec- 
tion droite circulaire, un plan II tangent au cylindre et 
une droite D tracée sur ce plan. Imaginons que ce 
plan n soit parfaitement flexible et enroulons-le sur le 
cylindre : la droite se transformera en une courbe 
située sur la surface du cylindre : cette courbe est ce 
qu'on appelle une hélice circulaire. Le plan H étant 
indéfini, peut s'enrouler une infinité de fois autour du 
cylindre, comme une pièce d'étoffe sur un rouleau; 
l'hélice fait donc une infinité de tours autour u 
cylindre. Si l'on considère une génératrice quel- 
conque GG' du cylindre, elle coupe l'hélice en un 
nombre indéfini de points équidistants, tels que Â, 
A', .... La longueur AA' est la même sur toutes les 
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génératrices : fon l'appelle le pas de l^ hélice. L'arc 
AMA' allant d'un point A au premier point A' situé 
sur la même génératrice est une spire de l'hélice. 

Cette courbe comprend, comme cas particuliers, 
la droite et le cercle : si la droite D du plan tangent H 

Fig. 54. 




était parallèle auTc génératrices du cylindre, l'hélice 
se réduirait évidemment à une génératrice, c'est-à-dire 
à une ligne droite; si la droite D du plan tangent II 
était perpendiculaire aux génératrices, comme Aa 
par exemple, elle s'enroulerait sur une section 
droite APA du cylindre : l'hélice serait alors un 
cercle, et le pas nul : toutes les spires seraient con- 
fondues. 

La droite D coupe toutes les parallèles aux géné- 
ratrices sous un même angle a : cet angle se con- 
serve dans l'enroulement du plan P; il en résulte que 
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l'hélice coupe toutes les génératrices du cjllndre 
sous le même angle a. Réciproquement, une courbe 
tracée sur un cylindre de révolution et coupant toutes 
les génératrices sous un même angle est une hélice 
circulaire. 

L'hélice circulaire partage avec la ligne droite et le 
cercle cette propriété remarquable que, sur une 
même hélice circulaire, deux arcs ayant la même 
longueur sont égaux ^ c'est-à-dire peuvent être su- 
perposés sans que leur forme soit altérée. 

Etablissons maintenant quelques relations élémen- 
taires qui nous seront utiles plus loin. Soient une 
section droite APA menée par un point déterminé A 
de l'hélice. Il le plan tangent au cylindre le long de 
la génératrice AA', D la droite de ce plan qui, par 
l'enroulement du plan, engendre l'hclice; soit A a la 
droite du plan II qui s'enroule sur la section droite, 
de telle façon que le point a vienne en A après un 
tour d'enroulement et que 

Aa = circonférence APA — ^itr, 

en appelant r le rayon du cylindre. Soit de même a' 
le point de D qui vient en A', la droite aa' vient se 
placer après l'enroulement sur la génératrice AA', de 
sorte que aa'est égal au pas h et que le triangle Kaa' 
est rectangle en a. Prenons sur D un point m et 
menons la perpendiculaire inp sur A a; après l'enrou- 
lement du plan n, le point m vient en M sur l'hélice, 
mp se confond avec* la génératrice MP du point M 
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et p vient en un point P de la section droite. L'arc 

d'hélice 

5 = arc AM 

est égal à la droite Am; l'arc de cercle AP à A/?; 
MP est égal à mp ; enfin la longueur L d'une spire AMA' 
est égale à la droite h.ma\ Les triangles rectangles 
semblables Kmp, h. a! a donnent immédiatement 

A Aa 

— ^ = — 7 = tanga, 

pm aa 

kp A a 

A m A a ' 

pm aa' 
Xm A a 



Aa' =s/xa^ 



aa 



On en conclut les relations suivantes sur l'hélice 

, , arc AP 'iTzr 



> 



(a) 



arc AP iTzr 

= —=— = sina 

s L 

PM h 

= •=- = cosa, 



La relation (i) exprime que le long de l'hélice la 
droite PM est proportionnelle à l'arc de section 
droite AP. Cette propriété est caractéristique de 
l'hélice : si une courbe décrite sur un yrlindre de 
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révolution par un point M est telle que, en menant 
une section droite du cylindre en un point A de 
cette courbe, l'arc AP varie proportionnellement 
à PM, cette courbe est une hélice. 

Sens d'enroulement d'une hélice. — Imaginons un 
observateur placé dans rintérieur du cylindre suivant 
Taxe du cylindre, ayant par exemple les pieds en O et 
la tête6nz(yî^.56). Supposons qu'un mobile parcoure 
rhélice dans un sens tel que l'observateur voie ce 
mobile aller de ses pieds vers sa tête; alors, pour l'hé- 
lice représentée dans les figures 54 et 56, l'observateur 
voit ce mobile tourner autour de lui de sa droite vers 
sa gauche. Ce fait est indépendant du sens dans lequel 
l'observateur se place le long de l'axe. Car si l'on 
imagine un deuxième observateur ayant les pieds 
en O, mais la tête en z'^ et un mobile suivant l'hélice 
dans un sens tel que cet observateur le voie aller de 
ses pieds vers sa tête, il le voit encore tourner de sa 
droite vers sa gauche. D'après cette propriété, on dit 
que l'hélice des figures 54 et 56 est enroulée de 
droite à gauche. C'est là le sens ordinaire des vis et 
des tire-bouchons. 

Une hélice enroulée en sens contraire est enroulé 
de gauche à droite. 

Mouvement hélicoïdal. — Imaginons un corps so- 
lide pouvant tourner autour d'un axe fixe z' z et en 
même temps glisser le long de cet axe, comme il 
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arriverait, par exemple {^fig* 55), pour un solide tra- 
versé d'un canal rectiligne ayant la forme d'un cylindre 
de révolution dans lequel passerait une tige rigide 
fixe de même forme. 

Dans ces conditions, le corps peut prendre une 
infinité de mouvements : on peut, par exemple, le faire 

tourner autour de Taxe, ou le faire 
glisser le long de l'axe,, ou le faire 
tourner en même temps qu'on le 
fait glisser. Il est évident que, dans 
chacun de ces mouvements, tous les 
points du solide tournent du même 
angle autour de l'axe et glissent de 
la même quantité parallèlement à 
l'axe. 

Pour déterminer la position du 
corps, il suffit de connaître la posi- 
tion d'un point déterminé M du 
corps arbitrairement choisi ; ce point 
reste à une distance constante r de 
l'axe z^z dans toutes les positions que 
le corps peut prendre ; il reste donc sur un cylindre 
géométrique fixe C de rayon r, de révolution autour 
de z^ z. Imaginons alors que, par un procédé quel- 
conque, on oblige ce point à suivre une hélice H 
tracée sur ce cylindre C : le corps solide est obligé de 
suivre le mouvement du point M en tournant autour 
de l'axe et en glissant en même temps le long de l'axe : 
il prend ce qu'on appelle un mouvement hélicoïdal. 
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Le mouvement hélicoïdal étant ainsi défini, nous 
allons en indiquer les propriétés essentielles. 

Soit {fig- 56) A un point de l'hélice H décrite par 
le point M; traçons la section droite du cylindre C 



Pig. 5(1. 



passant par A et menons la 
génératrice MP du point M, 
P étant le point de ren- 
contre de cette génératrice 
avec la section droite. Appe- 
lons O le centre de la sec- 
tion droite, r son rayon OP, 
6 l'angle AOP évalué en 
parties du rayon comme en 
trigonométrie et 2 la lon- 
gueur MP, 

Le point M suit l'hé- 
lice H en entraînant le 
corps. Quand ce point est dans la position particu- 
lière A, le corps occupe une certaincf position (n,,); 
quand ce point est arrivé dans la position M, le corps 
solide occupe une position correspondante (H). On 
peut dire que, pour passer de la position (Ho) à la 
position (H), le corps a toiimé de l'angle fl^ AOP 
autour de l'axe !^z et a, en même temps, glissé 
de la longueur z=PM le long de l'axe. Comme 
on a, dans l'hélice H, en appelant h le pas de cette 
hélice, 
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et que 

arc AP = /'ô, 

les deux quantités et ^ sont liées par la relation 

air 

qui exprime que le rapport ^ est constant. 

Donc, quand un corps est animé (Vun mou- 
vement hélicoïdal, la longueur dont il glisse le 
long de Vaxe est proportionnelle à l'angle dont il 
tourne autour de Vaxe, 

En particulier, en faisant 6 = 2 7c, ona^=A: 
lorsque le corps tourne de 2u, c* est-à-dire fait un 
tour entier, il glisse le long de Vaxe d^une lon- 
gueur égale au pas de Vhélice servant à définir 
le mouvement, 

La propriété que nous venons d'établir est caracté- 
ristique du mouvement hélicoïdal : si un solide se 
meut en tournant autour d'un axe fixe z* z et 
glissant en même temps le long de cet axe, de telle 
façon que la longueur dont le corps a glissé, 
depuis une certaine position, soit proportionnelle 
à Van g le dont il a tourné, à partir de la même 
position, le mouvement est hélicoïdal. Pour le 
démontrer nous ferons voir que, dans cette hypo- 
thèse, tous les points du corps décrivent des hél ces 
de mêm.e pas tracées sur des cylindres de révolu l on 
autour de Taxe :^ z En effet, appelons, comme pîus 
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haut, (lîo) et (n) deux positions successives du corps. 
Si nous prenons un point quelconque du corps, nous 
voyons d'abord que ce point reste à une distance 
constante r de l'axe z'z ; il décrit donc une courbe sur 
un cylindre C de révolution de rayon r, d'axe z' z. 
Soient A et M les positions de ce point correspondant 
aux deux positions (Ho) et (II) du corps {fig- 56), 
P le point où la génératrice du point M rencontre la 
section droite du cylindre C passant par A, O le 
centre de cette section. Par hypothèse, la longueur 
PM = z est proportionnelle ^ l'angle AOP = 0. 
Appelons h la valeur de z correspondant à 6 = '2 n : 
on aura 

Mais alors, comme l'arc AP est égal à r6, on a 

MP = — arcAP: 
27cr 

ce qui montre que le point M décrit, sur le cylindre 
fixe C, une hélice de pas h. Le mouvement est donc 
hélicoïdal, d'après la définition que nous avons donnée. 
Comme le point M est un point arbitraire du corps, 
on voit que tous les points du corps décrivent des 
hélices tracées sur des cylindres de révolution autour 
de l'axe z' z et ayant toutes le même pas h. La 
valeur commune h dupas se nomme le pas du mou- 
vement hélicoïdal : c'est la longueur dont le corps a 
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glissé le long de l'axe quand il a fait un tour entier. 
Nous avons ainsi caractérisé géométriquement le 
mouvement hélicoïdal. Disons quelques mots du 
point de vue cinématique. 

Vitesse d'un point du corps. — Il est évident que 
le corps animé du mouvement hélicoïdal peut se 
mouvoir plus ou moins vite; pour définir la loi du 
mouvement en fonction du temps, on peut se donner : 
i" le pas h du mouvement hélicoïdal; 2" l'expression 
en fonction du temps t de l'angle 6 évalué en parties du 
rayon dont le corps a tourné à partir d'une certaine 
position (IIo)* 

Dans ces conditions, la longueur z dont le corps a 
glissé le long de l'axe z' z^ k partir de la même po- 
sition, est aussi une fonction connue du temps liée 
à par la relatioD (3) que nous écrirons 

Nous supposerons, pour simplifier, que l'on a choisi 
les sens positifs de 6 et 2 de façon que ces quantités 
croissent avec t. Soient 

d^ ^ dz 

CD = -j-> G = -j- 

dt dt 

les dérivées de et 2 par rapport au temps : la quan- 
tité <i> s'appelle vitesse angulaire de rotation du 
corps à l'instant t autour de l'axe z^ z^ et la quantité G 
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vitesse de glissement du corps parallèlement à 
l'axe z' z au même instant. Ces deux quantités ne 
sont pas indépendantes : en effet, en prenant les 
dérivées par rapport au temps des deux membres de 
la relation fondamentale (4) qui caractérise le mou- 
vement hélicoïdal, on a immédiatement 

(5) G=— a> 

Ceci posé, cherchons à l'instant t la vitesse d'un 
point M du corps situé à la distance r de l'axe. Ce 
point décrit une hélice H sur un cylindre fixe C de 
rayon r. Soit s = AM {fig- 56) l'arc de cette hélice 
compté à partir de la position A occupée par M au 
moment où 6 = o. Quand on connaît 9 en fonction du 
temps, on en déduit immédiatement la loi du mou- 
vement du point M sur l'hélice H. En effet, cette 
hélice ayant un pas connu h et étant tracée sur un 
cylindre de rayon r, coupe les génératrices sous un 
angle constant a donné par la relation (i) de la 
page i34 

2irr 

Dès lors, on a immédiatement, d'après les propriétés 
de rhélice (p. i34), 

arc AP = s sina, 
PM = 5Cosa, 
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c'est-a-dire, d'après les notations précédentes, 

(6) r6 = 5sina, z = s cosa. 

On voit donc que, si l'on connaît ou ^ en fonction 
de t, on a immédiatement s en fonction de t et l'on 
connaît la loi du mouvement de M sur l'hélice H. 
Menons à cette hélice la tangente MT dans le sens 
positif des arcs (Jiff- 56) et supposons, pour sim- 
plifier, que l'on ait pris, comme sens positif, le sens 
dans lequel se meut le mobile M à l'instant considéré. 
Le vecteur vitesse MV de M est alors dirigé dans le 
sens MT et sa grandeur est 

(7) MV=g. 

Nous allons décomposer cette vitesse MV (^g- 56) 
en deux composantes rectangulaires MV| et MV2 
dirigées, l'une suivant la tangente à la section droite 
du cylindre C menée par M, l'autre suivant la géné- 
ratrice du même cjHndre passant par M. Dans ces 
conditions, le triangle rectangle MV2V, dans lequel 
l'angle en M est a, donne immédiatement 

MVj = MV sina, MVj = MV cosa, 
c'est-à-dire, d'après la valeur (7) du vecteur vitesse 

(8) MVi=-rsina, MV2=-7:C0sa. 

at ut 

Mais en prenant les dérivées des deux membres des 
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relations (6), où r et a sont constants, on a 

dO ds . dz ds 

Donc, d'après (8), les deux composantes MV| ei 
MV2 de la vitesse MV sont 

c'est-à-dire, d'après les définitions de la vitesse de 
rotation <*> et de la vitesse de glissement G, 

(lo) MVi=/-a), MV2=G. 

Voici comment on peut interpréter ces formules. Si 
le corps tournait autour de l'axe z'z avec la vitesse 
angulaire (o sans glisser le long de l'axe, le point M 
aurait la vitesse MV< ; si le corps glissait parallèlement 
à Taxe z^z avec la vitesse G, sans tourner, le point M 
aurait la vitesse MV2. En réalité, dans le mouvement 
hélicoïdal, le corps tourne et glisse, et un point quel- 
conque M du corps possède une vitesse MV égale à la 
somme géométrique des vitesses MV< et MV2 pro- 
venant Tune de la rotation, l'autre du glissement. 

En connaissant à un instant t les deux quantités co 
et G, on peut donc se représenter à cet instant la dis- 
tribution des vitesses des divers points du corps d'une 
façon très simple. 

Considérons en particulier, à l'instant /, divers 
points M du corps situés sur une même perpendicu- 
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laire à Taxe z'z : ce qui varie, d'un de ces points â 
l'autre, c'est la distance r à l'axe. La grandeur MV 
de la vitesse d'un de ces points est, à l'instant t, 

(II) MV = /MVf -+- MVf = /r^w^-h G*; 

elle croît avec r, à partir de la valeur G qu'elle prend 
en un point situé sur l'axe {r= o). La direction de 
cette vitesse MV est déterminée par le fait que le vec- 
teur MV est perpendiculaire au rayon du cylindre 
aboutissant en M et fait avec la direction de l'axe z'z 
du mouvement hélicoïdal un angle a tel que 

MVi (or airr 

l'angle a est donc nul pour un point du corps situé 
sur l'axe; il augmente et tend vers un droit à mesure 
qu'on prend des points de plus en plus éloignés de 
l'axe. On peut remarquer que, quand r varie, la com- 
posante MVa reste toujours la même, tandis que MV| 
croît proportionnellement à r. 

JHouvement hélicoïdal uniforme. — Le mouvement 

hélicoïdal est dit uniforme quand l'angle de rotation 6 

varie proportionnellement au temps, c'est-à-dire 

quand on a 

^^kt-\- 60, 

où k et Oq sont des constantes : il en résulte que 
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z varie aussi proportionnellement au temps, car 

Alors les vitesses a> et G de rotation et de glissement 
sont constantes : 

^ dz hk 

dt 27C 

* 

Dans ce cas, chaque point M du corps décrit une hé- 
lice H de pas h d'un mouvement uniforme, ainsi 
qu'il résulte des relations (6) ou de l'expression (ii) 
de la grandeur de la vitesse du point M. Inversement, 
si, dans un mouvement hélicoïdal, co est constant, 
varie proportionnellement à / et le mouvement est 
uniforme. 

63. Réalisation pratique de ces mouvements. 
— D'une façon générale, pour faire en sorte qu'un 
corps solide ne puisse prendre qu'un certain mouve- 
ment donné, on empêche, par d'autres corps solides 
en contact avec lui, tous les autres mouvements, de 
telle façon que le mouvement donné soit le seul pos- 
sible. Nous allons, à ce point de vue, étudier succes- 
sivement la réalisation pratique des mouvements de 
translation, de rotation, et du mouvement héli- 
coïdal. 

Appbll et Ch APPUIS Leçons de Mécan. élém, lo 
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i** Mouvement de translation. — Dans les objets 
usuels et dans les machines, les mouvements de trans- 
lation ordinairement employés sont des mouvements 
rectilignes. 

Pour faire en sorte qu'un corps solide A ne puisse 
prendre, par rapport à un autre corps solide B, qu'un 
mouvement de translation rectiligne. on taille ordi- 
nairement des parties du corps A en forme de prismes 
ou de cylindres parallèles, et on les engage dans 
d'autres prismes ou cylindres parallèles, creusés dans 
le corps B, ayant mêmes sections droites et mêmes 
positions relatives que ceux du corps A. Dans ces 
conditions, il est évident que l'un des corps, B par 
exemple, étant regardé comme fixe, l'autre A ne peut 
que glisser dans la direction des prismes ou cylindres 
engagés les uns dans les autres. On dit, dans ce cas, 
que le mouvement de translation rectiligne d'un des 
corps, par rapport à l'autre, est réalisé à l'aide de 
glissières rectilignes. 

Par exemple, un tiroir de meuble est un solide 
limité par des faces planes formant un prisme droit 
qui glisse dans un autre prisme creux, de même sec- 
tion droite, dont les parois sont constituées par le 
meuble. 

Un couvercle de boîte à coulisses, comme un cou- 
vercle de boîte à dominos, est également guidé par 
deux rainures cylindriques parallèles formant glis- 
sières. Il en est de même pour certaines portes à cou- 
lisses. 
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Il fant, bien entendu, éviter de tailler' le corps 
solide A en forme d'ua seul cylindre circulaire droilj 
car alors il faudrait l'engager dans un cjlindre circu 
Fig. 57. 




laire creux de même section droite creusé dans B, et 
le corps A pourrait prendre, par rapport à B, d'autres 
mouvements qu'un mouvement de translation paral- 
lèle aux génératrices, puisqu'il pourrait tourner par 
rapport à B, 



l48 LEÇONS. DE MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRE. 

Nous donnerons un dernier exemple de glissière 
emprunté aux machines à vapeur. 

Dans une machine à vapeur le mouvement de va-et- 
vient de la tige du piston FJ (Jig* 67) est transformé 
en un mouvement de rotation autour d'un axe fixe A 
par l'intermédiaire d'une pièce rigide CB, appelée 
bielle y articulée à l'extrémité de la manivelle AB. 
Pour que la tige du piston ne soit pas faussée par la 
bielle, qui exerce sur elle un efiort oblique, on guide 
sa tête C par une glissière rectiligne JM qui ne lui 
permet plus qu'un mouvement de translation recti- 
ligne. 

Pour cela, on réunit l'extrémité C de la tige FC du 
piston au centre d'une pièce rectangulaire S {fig* 58), 

comprise entre deux surfaces planes 
ou glissières rectîHgnes GH, Q/W . 



Fig. 58. 




2^ Mouvement de rotation. — Pour 
faire en sorte que le seul mouvement 
possible d'un corps solide A, par 
rapport à un autre corps solide B, 
soit une rotation, on lie au corps A 
un solide rigide de révolution qui 
s'engage dans un creux, limité par une surface de 
révolution égale, pratiqué dans B. Ordinairement, les 
surfaces de révolution employées sont des cylindres 
circulaires; mais alors, il faut empêcher l'un des 
cylindres de glisser dans l'autre, suivant le sens des 
génératrices, par des saillies solides faisant obstacle 
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au glissement. Dans ces conditions, l'un des corps 
étant regardé comme fixe, l'autre ne peut que tourner 
par rapport à lui autour de l'axe commun des deux 
surfaces de révolution. 

Quelquefois on pratique dans les deux corps des 
ouvertures formant des cylindres circulaires creux 
égaux, et on les traverse d'un troisième cylindre cir- 
culaire égal, en ajoutant des pièces qui empêchent 
les deux corps de glisser l'un par rapport à l'autre. 

Les e:fcemples de ce genre de mécanisme se rencon- 
trent dans les objets les plus usuels. Ainsi dans les 
boîtes dont le couvercle se soulève en prenant, par 
rapport à la boîte, un mouvement de rotation, la 
liaison du couvercle avec la boîte est réalisée par des 
charnières qui rentrent précisément dans le deuxième 
mode de liaison que nous venons de décrire. 

Le mouvement de rotation d'une porte, par rapport 
aux montants de la porte, est réalisé par les ^o/irf^/ 
la porte est munie de cylindres de fer creux, de révo- 
lution autour d'un même axe, venant coiffer des 
cylindres de fer égaux de même axe fixés à l'un des 
montants. La porte demeure ainsi suspendue, et en 
mesure de tourner autour d'un axe vertical fixe. 
Comme les forces usuelles agissant sur la porte ne 
tendent pas à la soulever, il est inutile d'ajouter des 
pièces empêchant le glissement de la porte vers le 
haut. Cette circonstance permet de démonter la porte 
en la soulevant pour la faire sortir des gonds. 

Pour réaliser le mouvement de rotation d'une roue. 



Fig. 5g. 
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par rapport à une voilure, on lie invariablement i la 
voiture un cylindre de fer appelé essieu, qui passe 
dans une ouverture cylindrique circulaire percée au 
centre de la roue. 

Dans les machines, 
les pièces à mouve- 
ment de rotation au- 
tour d'axes horizon- 
taux sont montées sur 
des arbres cylindriques 
horizontaux A qui sont 
soutenus en des points couvenablement espacés par 
des paliers {fig. Sg, 60 et 61); ceux-ci sont munis 
de cylindres creux cb {fig. 69) ou ddd'd' {fig. 61) 
appelés coussinets, qui embrassent l'arbre A le long 




Firï 



Fig. 6.. 




d'une partie généralement plus étroite qu'on nomme 
tourillon, et guident la rotation de celui-ci autour de 
son axe. Ordinairement les arbres des roues sont 
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beaucoup plus gros que leurs tourillons 
sitiop est adoptée en vue de 
réduire l'influence du frolle- 
ment du tourillon sur les cous- 
sinets. Pour empêcher l'arbre 
de glisser dans le sens de son 
axe on munit l'arbre de bour- 
relets ou anneaux dd', dd' 
{fiS.6,),ov.cc',bt/IJ,..<i.-, 
qu'on appelle les épaule- 
ments, et qui s'appuient laté- 
ralement contre les coussi- 
nets. Quand l'arbre est soumis à des efforU considé- 
rables dans le sens de 
l'axe, on termine quel- 
quefois les tourillons 
par des parties arron- 
dies formant pivot et ve- 
nant s'appujer contre i 
un épaulement exté- 
rieur. 

Quand, dans une ma- 
chine , une pièce doit 
tourner au tour d'un axe 
vertical, on attache in- 
variablement à cette 
pièce {fig. 63 ) un cy- 
lindre de révolution 
vertical NC, appelé />iVo(, terminé par une base circu- 
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laîrea^quipënèlre dans un cylindre creux fixe eafi/, 

appelé crapaudine : le pivot s'appuie sur le fond 

Fig. 64. 




plan de la crapaudine contre les bords de laquelle il 
est épaulé latéralement . on évide souvent le pivot 
,, dans sa partie centrale C; alors 

il ne repose plus sur le fond de 
la crapaudine que par une cou- 
ronne ou zone annulaire limitée 
par deux circonférences concen- 
triques. 

Il arrive aussi que, pour dimi- 
nuer l'influence du frottement, 
on termine (Jîg. 64) la base 
du pivot par une calotte sphé- 
rique convexe qui elle-même repose sur une partie 
convexe du fond de la crapaudine; dans d'autres 
cas {Jig. 65), le pivot est terminé par une surface de 
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révolution ayant la forme d'un cône raccordé par 
une calotte sphérique, et il repose dans une cavité 
de même forme creusée dans le corps servant de cra- 
paudine. 



Fig. 66. 



3*" Mouvement hélicoïdal. — Pour réaliser prati- 
quement un mouvement hélicoïdal, on emploie le 
système de deux corps solides appelés vis et écrou. 
Imaginons un cylindre circulaire droit CC sur lequel 
est tracée une hélice H de pas h {fig* &&) : consi- 
dérons une petite sur- 
face plane abc^ par 
exemple un triangle 
équilatéral, dont le plan 
passe constamment par 
l'axe z'z du cylindre, et 
qui se déplace de façon 
qu'un de ses points, 
a par exemple, décrive 
l'hélice. Cette surface 
engendre un solide 
qu'on appelle filet 'de 

vis : le filet a diverses formes suivant la nature de la 
petite surface mobile abc; quand c'est un triangle 
on obtient un filet de vis triangulaire (fig* 66); 
quand c'est un carré, on obtient un filet de vis 

carré (fig* 67). 

Supposons que le cylind: t: soit réalisé matérielle- 
ment et que le filet de vis soil également réalisé ma- 
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térîellement et invariablement lié au cylindre; nous 
avons alors une vis. Imaginons, d'autre part, que le 
cjlindre circulaire CC soit engagé dans un corps 
solide creux EE' limité intérieurement par la même 
surface et que la petite surface plane abc en se dépla- 
çant, pour engendrer le filet de la vis, creuse dans 
le corps EE' un canal identique au filet de la vis, de 
telle façon que le creux du solide EE' soit identique 
à la saillie du solide CC. Le corps EE' ainsi formé 
s'appelle Vécrou. 

Dès lors, il est évident que l'un des deux corps 
solides, vis ou écrou, étant regardé comme fixe, 




l'autre ne pourra prendre, par rapport à lui, qu'un 
mouvement hélicoïdal de pas h, 

La figure 67 représente une vis à filet carré AB 
mobile dans l'écrou ab, 

La figure 68 représente une vis qui peut, tourner 
autour de son axe AB dans un châssis fixe, l'écrou 
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abcd étant, par rapport au châssis, assujetti à glisser 

sans pouvoir tourner. Alors la vis s'appuie par un 

pivot dans une crapaudine ou contre p,„ 

un épaulementB, tandis que l'écrou . 

est guidé le long du châssis par 

des glissières ou des guides recti- 

lignes. 

Il est intéressant de remarquer 
que dans le mécanisme {_fig. 68) 
se trouvent réalisés les trois mou- 
vements élémentaires que nous ve- 
nons de décrire et d'étudier. 

La vis AB peut prendre, par rap- 
port au châssis, un mouvement de 
rotation; l'écrou abcd possède alors, 
par rapport au châssis, un mouvement de translation 
rectiligne; la vis possède, par rapport à l'écrou, un 
mouvement hélicoïdal. 




IV. 



CEIANGEMENT DU SYSTEMS DE COMPARAISON. 



Qi. Énoncé du problème. — Nous avons vu que 
le mouvement d'un point est un phénomène relatif 
qui dépend du système de comparaison auquel on 
rapporte les positions successives du mobile. Dès lors, 
quand on connaît le mouvement d'un point M par 
rapport à an système de comparaison (S), on peut 
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avoir à étudier le mouvement du même point par 
rapport à un autre système de comparaison (A), con- 
naissant le mouvement du système (S) par rapport au 
système (A). 

On dit alors que le mouvement du mobile M par 
rapport au système (A) est le mouvement résultant 
du mouvement de M par rapport au système (S) et 
du mouvement du système (S) par rapport au sys- 
tème (A). 

Imaginons, par exemple, un bateau (S)enmouve-^ 
ment sur un fleuve par rapport aux rives (A). Une 
bille roule sur le pont du bateau : son centre M décrit 
par rapport au bateau (S) une certaine trajectoire 
suivant une certaine loi. On peut se proposer de 
trouver le mouvement de ce point par rapport aux 
rives (A) : ce dernier mouvement est le mouvement 
résultant du mouvement du centre de la bille par 
rapport au bateau et du mouvement du bateau par 
rapport aux rives. 

Pour simplifier le langage, on appelle mouvement 
relatif le mouvement du point M par rapport au 
premier système de comparaison (S) : la trajectoire C, 
la vitesse Vr et l'accélération Tr du point M par rap- 
port à ce système (S) s'appellent trajectoire, vitesse, 
accélération relatives; c'est ce mouvement relatif 
que verrait un observateur entraîné avec le sys- 
tème (S) et croyant ce système immobile. 

Le mouvement du système (S) par rapport au sys- 
tème (A) se nomme m,ouvement d^ entraînement. 
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Enfin la trajectoire Ca, la vitesse Va, l'accéléra- 
tion Ta du point M par rapport au système (A) s'ap- 
pellent trajectoire, vitesse, accélération du mou- 
vement résultant. 

Ainsi, dans Texemple précédent, le mouvement du 
centre M de la bille par rapport au bateau (S) est le 
mouvement relatif : quand la bille roule sur le pont, 
son centre décrit, par rapport au bateau, une courbe G 
qu'on pourrait approximativement tracer à la craie 
sur le pont: cette courbe est la trajectoire relative; 
elle est invariablement liée au bateau ; le centre M de 
la bille a, par rapport au bateau, une certaine vitesse 
et une certaine accélération à l'instant t : ce sont la 
vitesse et l'accélération relatives. Le bateau possède 
par rapport aux rives un certain mouvement qui est 
le mouvement d'entraînement. Enfin la bille est 
animée, par rapport aux rives, d'un certain mouve- 
ment résultant dans lequel elle décrit une trajec- 
toire Ca, avec une vitesse V^ et une accélération F^. 

Monvement d'entraînement; vitesse et accélération 
d'entraînement. — Lé système de comparaison (S) 
est {Jig' 69) un corps solide animé, par rapport au 
système (A), d'un mouvement connu qui peut être, 
dans les cas les plus simples, un mouvement de trans- 
lation, ou un mouvement de rotation, ou un mouve- 
ment hélicoïdal, etc. 

Considérons un point géométrique invariablement 
lié au système (S) : quand t aug^mente de A^, ce point 
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eslentxatnë par le système (S) et subit par rapport 
au système (A) un déplacement appelé déplacement 
ûCenira/neme/K/ il possède parrapport au système( A) 
une vitesse et une accélération qui s'appellent vitesse 
et accélération d'entrainement de ce point. Chaque 
point du système (S) a ainsi, à l'instant t, une certaine 
vitesse et une ceruine accélération d'entrafnement. 

Fig. 69. 



Le point mobile M que nous considérons se meut par 
rapport au système (S) : on appelle, par définition, 
vitesse et accélération d'entraînement du point M à 
l'instant t, la vitesse V* et l'accélération Tg que pos- 
sède, à l'instant f, le point géométrique du système (S) 
qui coïncide avec M à l'instant considéré; on peut 
dire aussi que la vitesse et l'accélération d'entraine- 
ment du point mobile M, à l'instant I, sont la vitesse V^ 
et l'accélération Te que posséderait ce point si, dans 
la position qu'il occupe à cet instant, il était invaria- 
blement lié au système (S). Lorsque le mouvement 
de (S) est un mouvement de translation, un mouve- 
ment de rotation ou un mouvement Lélicoïdal, U 
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vitesse d'entratnemeiit V^ est connue par les résultats 
exposés au § III. 

Ces définitions étant posées, on a le théorème 
suivant : 

La vitesse Y a du point M, dans le mous^ement 
résultant, est la somme géométrique de la vitesse 
relative Vr et de la vitesse d^ entraînement Y e de 
ce point. 

Pour le démontrer, représentons en C {fig* 69) la 
trajectoire relative du mobile M par rapport au sys- 
tème de comparaison de (S). Pendant que le mobile M 
décrit cette courbe C invariablement liée à (S), le 
système (S) se déplace de telle façon qu'à l'instant t^ 
le mobile, le système de comparaison et la trajectoire 
relative occupent les positions M, (S) et C, tandis 
qu'à l'instant postérieur ^ 4- A^, ils occupent les po- 
sitions Mi, (Si), C|. Le déplacement résultant du 
mobile est MM 1 : le mobile va de M en M| en suivant 
une certaine trajectoire Ca qui est la trajectoire du 
mouvement résultant. 

Appelons M' la position qu'occupe à l'instant ^ + A ^ 
le point géométrique du système (S) avec lequel M 
était en coïncidence à l'instant t : le déplacement M' M< 
est le déplacement relatif au mobile par rapport au 
système (S); le déplacement MM' est le déplacement 
d^ entraînement. Le vecteur MM< étant la somme 
géométrique des vecteurs M'Mi et MM', si l'on porte 
sur chacun de ces vecteurs des vecteurs M W^, M' W^ 
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et M W<. égaux respectivement aux quotients de ces 
vecteurs par Af, ces nouveaux vecteurs sont (n® 46) 
la vitesse moyenne du mouvement résultant, la vitesse 
moyenne du mouvement relatif et la vitesse moyenne 
d'entraînement; le premier de ces nouveaux vecteurs 
est la somme géométrique des deux autres, et Ton a 
Fégalité géométrique 



(I) 



(W«) = (W.)-t.(We). 




Si maintenant A t tend vers zéro, les points M ^ et 
M| se confondent avec M, Ci se confond avec G, 

les trois vecteurs précé- 
dents tendent respecti- 
vement vers trois vec- /y 
teurs Va, Vr, V,- issus 
du point M {Jlg» 70) 
égaux respectivement à 
la vitesse Va du mou- 
vement résultant à l'in- 
stant tj à la vitesse relative V^ et à la vitesse d'en- 
traînement Yff, La relation géométrique (i) donne 
alors la relation limite 

(V«) = (V^)-t-(Ve), 

ce qui démontre le théorème. 

Ces trois derniers vecteurs sont respectivement 
tangents en M, l'un V^ à la trajectoire du mouve- 
ment résultant, l'autre V^ à la trajectoire relative G, 
le troisième V^ à la trajectoire du point géométrique 
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du système (S) avec lequel le point mobile M est 
en coïncidence à l'instant t. 

Si Ton appelle a Fangle des vecteurs Vr et V,-, on a 
immédiatement, pour déterminer la grandeur de V«, 
la formule (n® 13) 

(2) V3=V«-f.V«-t-2VrVeCOSa. 

Lorsque les deux vecteurs V^ et V^ ont même di- 
rection et même sens (a = o), V^ a aussi même 
direction et même sens et a pour grandeur la somme 
des grandeurs de Vr et de V^ ; lorsque V^ et V^ ont 
même direction mais ont des sens opposés (a = tc), 
Va a la même direction, a pour sens le sens de la plus 
grande des vitesses composantes et est égale en gran- 
deur à leur différence. 

Nous ne nous occupons pas ici de la détermination 
générale de l'accélération du mouvement résultant 
qui s'obtient par une règle moins simple que celle 
qui donne la vitesse : nous appliquerons le théorème 
précédent à quelques exemples, en supposant succes- 
sivement que le mouvement d'entraînement est un 
mouvement de translation rectiligne uniforme, ou un 
mouvement de rotation uniforme, et que le mouve- 
ment relatif du mobile est un mouvement rectiligne 
uniforme, ou un mouvement circulaire uniforme. 

65. Le mouvement d'entraînement est un mou- 
vement de translation rectiligne uniforme. — 
Nous avons vu que la trajectoire relative C est une 

APPELii et CiiArPLis, Leçons de Afccan. élém. w 
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courbe de forme invariable entraînée par le système 
de comparaison (S) : dans l'hypothèse actuelle, la 
courbe G est donc animée d'un mouvement de trans- 
lation rectiligne et uniforme : la vitesse V^ de ce 
mouvement de translation est donc constante en 
grandeur, direction et sens. Un point quelconque 
P de G décrit une droite fixe Ox {Jig. 71) avec la 
vitesse constante V^; tous les autres points de G 

décrivent des droites pa- 
rallèles avec la même 
vitesse . Le mouvement 
d'entraînement est ainsi 
défini. Pour définir le 
mouvement du mobile M, 
il suffit de connaître l'arc 
PM = 5 en fonction de t. 
Quand t varie, la courbe G 
se déplace, le point M marche sur la courbe, et, 
dans le mouvement résultant, il décrit une trajec- 
toire Cfl. La vitesse V^ du mouvement résultant est 
la somme géométrique de la vitesse d'entraîne- 
ment MVe, constante en grandeur, direction et sens, 
et de la vitesse relative MVr, tangente à G. Cette 
vitesse V^ est tangente à G^. 

Examinons quelques cas particuliers. 




1° Le mouvement relatif est aussi rectiligne et 
uniforme (Jt^» 72). — Dans ce cas, la trajectoire 
relative G est une ligne droite ; la vitesse relative Vr 
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est constante en grandeur, direction et sens; la vi- 
tesse Va du mouvement résultant, étant la somme 
géométrique de deux vecteurs invariables, est elle- 
même constante en grandeur, direction et sens ; 
le mouvement résultant est donc rectiligne et uni- 
forme (n** 49). La trajectoire résultante est une 
droite Ga qui passe par une 
quelconque des positions du 
mobile et qui coïncide en C 

direction avec la vitesse V^, ^- ^-/- ^ — - 

somme géométrique de V^ m\Z__,v 

^^ Ve {fig. 72). /\7 

Par exemple, si un bateau ^y ^vY® ^ 

descend un fleuve en ligne /q \Ca 

droite, avec une vitesse con- 
stante Ve, et si une bille roule sur le pont du bateau 
de façon que son centre décrive sur le pont une droite 
d'un mouvement relatif uniforme de vitesse V^, le 
mouvement résultant du centre de la bille est égale- 
ment rectiligne et uniforme, et sa vitesse V^ est la 
somme géométrique des vitesses V^ et V<.. 

En généralj la bille pourra rouler suivant une di- 
rection faisant un angle quelconque a avec la direc- 
tion de la marche du bateau; alors V^, diagonale du 
parallélogramme Ve Vr dont les côtés font l'angle a, 
est donnée parla formule (2). 

Si la bille roule dans le sens même de la marche 
du bateau (a ^•o), la vitesse résultante du centre est 
dirigée dans le sens commun de V^ et V^ et égale à leur 
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somme ; si la bille roule en sens contraire de la marche 
du bateau (a == 7t), la vitesse résultante est dirigée 
dans le sens de la plus grande des deux vitesses V^ 
et Ve et a une grandeur égale à la différence de ces 
vitesses. En particulier, le centre de la bille serait 
immobile par rapport aux rives si sa vitesse relative 
constante Vr était précisément égale et opposée à 
la vitesse de translation constante V^ du bateau. 

2® Le mouvement relatif est un mouvement cir- 
culaire uniforme. — Prenons un cas particulier inté- 
ressant qu'on observe journellement. Imaginons une 
voiture roulant sur une route droite et supposons que 
la caisse (S) de cette voiture soit animée d'un mouve- 
ment de translation rectiligne et uniforme nécessai- 
rement parallèle à la trace af x d'une roue sur le 
sol {^fig* 73 ). Considérons une roue de la voiture : elle 

Fig. 73. 



roule sur le sol, mais son mouvement relatif par 

« 

rapporta la caisse (S) est qn mouvement de rota- 
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tion autour de l'essieu O avec une certaine vitesse 
angulaire w. Cherchons alors le mouvement d'un 
point M, marqué sur la circonférence G de la roue, 
par rapport au sol. 

Nous pouvons dire que ce mouvement est le mou- 
vement résultant du mouvement de translation du 
système (S) et du mouvement relatif circulaire uni- 
forme du point M par rapport au système (S). La 
vitesse de translation de la caisse (S) est un vecteur 
constant Ve parallèle à od x^ la vitesse relative VrCst 
un vecteur tangent à la circonférence G dans le sens 
du mouvement et égal à coR, R désignant le rajon de 
la roue. La vitesse Va de M dans le mouvement résul- 
tant est la somme géométrique des deux vecteurs MV^. 
et MVr. Mais actuellement, ces deux vecteurs sont 
égaux en grandeur. En effet, pendant le temps t + A^. 
la voiture avance de telle façon que O vienne en 0|, 
la roue tourne de telle façon que M vienne en Mj et 
que le point de la roue qui. touchait le sol en A vienne 
en A| , tandis qu'un autre point de la roue vient tou- 
cher le sol en B. La quantité 00| = AB dont la 
voiture a avancé est précisément égale à l'arc de 
circonférence BA| par les points duquel la roue a 
successivement touché le sol : en appelant alors 
A9 l'angle B0| Ai dont la roue a tourné par rapport 
à la voiture, on a 

d'o£i, en divisant par A^ et se rappelant que, les 



l66 LEÇONS DE MÉCANIQUE ÉLÉMENTAIRE. 

mouvements étant uniformes, ~ est la vitesse angu- 
laire de la roue to et -— -^ la vitesse de translation V^. 

ùkt 

de la voiture, 

On voit donc, comme nous l'avons dit, que Ton a, 
en grandeur, 

Vr=Ve. 

La vitesse Va du mouvement résultant est alors 
dirigée suivant la bissectrice de l'angle VcMVr : elle 
passe donc par le point H le plus haut de la roue à 
l'instant considéré, d'après les théorèmes élémen- 
taires sur la mesure des angles. 

Quand le point M arrive au point le plus haut de 
la roue, les deux vecteurs Vr et V<. ont le même sens, 
la vitesse résultante V^ du point est égale au double 
de la vitesse de la voiture ; quand le point M arrive 
au point le plus bas de la roue, en contact avec le 
sol, les deux vecteurs ont des sens opposés et la vi- 
tesse résultante V^ du point M est nulle, 

La trajectoire résultante C^ du point M est une 
courbe appelée cycloïde, représentée sur la figure ^3. 
Comme V^ est tangent à cette courbe, on voit que la 
tangente à la cycloïde au point M passe par le point H 
de la circonférence roulante diamétralement opposé 
au point de contact A de la circonférence avec le sol. 

Remarque. — En appelant a l'angle VrMV^, on a 
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ici, puisque le parallélogramme construit sur Vr et V<. 
est un losange, 

Va= 2Vr cos - = aRo) cos -• 

a 2 

Si Ton joint MA, l'angle HAM est égal à - et l'on a, 
dans le triangle rectangle HAM, 

ce 
AM = 2 R cos - • 

2 

On peut donc dire que la vitesse résultante V^ du 
point M est perpendiculaire à AM, et égale au pro- 
duit w.AM; elle est identique à celle qu'aurait le 
point M si la roue, à l'instant t, tournait, avec la vi- 
tesse angulaire (o, autour d'un axe perpendiculaire au 
plan de la roue et passant par le point de contact A. 
C'est là un moyen mnémonique de se rappeler la vi- 
tesse du point M ; il ne faut rien y voir d'autre. 

66. Le mouvement d'entraînement est un mou- 
vement de rotation uniforme autour d'un axe 
fixe. — Comme la trajectoire relative C est invariable- 
ment liée au système de comparaison (S), si le mouve- 
ment de ce système est une rotation uniforme autour 
d'un axe fixe z^z {Jlg' 74) dont la vitesse angulaire a 
pour valeur absolue la constante to, la courbe C tourne 
autour de z'z avec la vitesse donnée w. En même 
temps le mobile M marche sur cette courbe. Il décrit 
dans le mouvement résultant une courbe C^. Si nous 
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représenlons la rotation par un vecteur 0(o perlé 
sur l'axe, la vitesse d'entraînement We de M est le 
moment linéaire de ce vecteur w par rapport à M ; la 
vitesse relative Vr est un vecteur connu tangent à C ; 

la vitesse du mouvement ré- 
sultant Y a est la somme géo- 
métrique de Vtf et V^; elle 
est tangente à Ca* 

Examinons encore quel- 
ques cas particuliers : 



Fig. 74. 



aj>^ 




Fig. -35. 



1° Le mouTement relatif 
est un mouvement reotiligne 
uniforme parallèle à Taxe 
de rotation. — La trajec- 
toire relative G est alors une droite GG^ parallèle à 
l'axe z!z {Jig. 76) et la vitesse relative est un vec- 
teur Vr constant dirigé sui- 
vant celle droite. Dans ce 
cas, la trajectoire résultante 
est une hélice circulaire par- 
courue avec une vitesse V^ 
constante. En effet, la droite G 
en tournant autour de z^ z 
engendre un cylindre de ré- 
volution dont le rayon /• est la 
distance MP de la droite G à 
l'axe z' z] il est évident que le 
point M décrit une courbe G^ tracée sur ce cylindre. 
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La vitesse d'entraînement V^ est perpendiculaire au 
plan de M et de l'axe 5' z et égale à o) r ; elle est donc de 
grandeur constante. La vitesse du mouvement résul- 
tant Va est la diagonale du rectangle V^MYe dont les 
côtés sont constants en grandeur; elle est donc con- 
stante en grandeur et fait avec la droite C, c'est-à-dire 
avec les génératrices du cylindre engendré par C, un 
angle constant et, défini par 

tanga = ;^ = ^. 

La courbe Ca décrite dans le mouvement résul- 
tant est donc une courbe tracée sur un cylindre de 
révolution et coupant les génératrices sous un angle 
constant a. Cette courbe est une hélice (n** 62) dont 
le pas h est donné par 



h = 



r 
(0 



c'est la longueur dont le point M a avancé sur la 
droite C, quand cette droite a fait un tour. 

On retrouve ainsi, sous une autre forme, le résultat 
que nous avons obtenu (n° 62) quand nous avons 
regardé la vitesse d'un point M sur une hélice comme 
la somme de deux vitesses Vo et V| dirigées respec- 
tivement suivant la génératrice et la tangente au 
parallèle du point. 



i;o 
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On peut se représenter le mouvement que nous 
venons d'étudier en imaginant qu'on ouvre une 
porte avec une vitesse angulaire constante w, et 
qu'en même temps un insecte M avance sur la porte 
en décrivant une droite parallèle à l'axe de rotation 
avec une vitesse relative constante. Dans le mouve- 
ment résultant, l'insecte décrit une hélice d'un mou- 
vement uniforme. 



2^ Le mouvement relatif est on mouvement circu- 
laire uniforme. — Supposons que la trajectoire rela- 
tive G soit un cercle de rayon r^ parcouru avec une 
vitesse angulaire constante (i)|, le mouvement d'en- 
traînement étant toujours une rotation uniforme re- 
présentée par le vecteur Oo) (Jig^ 76). On peut dire 

que le mouvement relatif est 
aussi une rotation du point M 
autour d'un axe 0|^i mené 
perpendiculairement au plan 
du cercle G par son centre Oi . 
Gette rotation est représentée 
par un vecteur 0|(i)|, dirigé 
suivant cet axe dans un sens 
convenable. Dès lors la vitesse 
d'entraînement V^, de M, est 
le moment linéaire du vec- 
teur O (0 par rapport à M ; la vitesse relative V^ est 
de même le moment linéaire du vecteur Oi C0| par 
rapport au point M. Donc la vitesse V^ du mouve- 
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ment résultant est la somme géométrique de ces deux 
moments linéaires, c'est-à-dire le moment résultant 
par rapport à M des deux vecteurs Oo) et Oi (0| dans 
la position qu'ils occupent à l'instant t. On peut en- 
core se représenter ce mouvement en imaginant une 
porte qu'on ouvre avec une vitesse angulaire con- 
stante (I) et un insecte qui décrit avec une vitesse 
angulaire constante (0| un cercle C tracé sur la porte. 

Si les deux vecteurs Oo) et 0|(0| étaient concou- 
rants, on pourrait construire leur somme géomé- 
trique û; la vitesse V^ du point M serait alors le 
moment linéaire de Q par rapport à M. Ce cas parti- 
culier se présenterait si la perpendiculaire élevée au 
plan du cercle, par son centre, rencontrait l'axe de 
rotation de la porte. 



EXERCICES. 



CHAPITRE I. 

1. On considère les trois vecteurs AB, BC, CA, formés 
par les côtés d'un triangle ABC parcourus dans un même 
sens de circulation ; déterminer la somme géométrique de 
ces vecteurs et leur moment résultant par rapport à un 
point 0. 

Réponse : 

La somme géométrique est nulle; le moment résultant est 
le même pour tous les points de l'espace; il est perpendicu- 
laire au plan du triangle et égal au double de l'aire du 
triangle. 

2. Même question pour le système de vecteurs constitué 
par les côtés d'un polygone plan fermé, parcourus dans un 
même sens de circulation. 

3. Même question pour le système de vecteurs constitué 
par les côtés d'un polygone gauche fermé, parcourus dans 
un même sens de circulation. 

4. Soient OGt le moment linéaire d'un vecteur Pj par 
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rapport à un point 0, O'G', son moment linéaire par rap- 
port à un second point O'. Démontrer que O'Gj est la 
somme géométrique d'un vecteur O'Hi égal et parallèle à 
OGj et du moment linéaire, par rapport à 0', du vecteur OQi 
d'origine O égal et parallèle à Pi. 

5. Soient OR et ÔG la somme géométrique et le moment 
résultant d'un système de vecteurs par rapport à un point O, 
O'R' et O'G' la somme géométrique et le moment résultant 
du même système par rapport à un second point O'. Dé- 
montrer : 

I" Que O'R' est égal et parallèle à OR; 

2" Que O'G' est la somme géométrique d'un vecteur O'H 
égal et parsjlèle à OG et du moment linéaire, par rapport 
à 0', du vecteur OR. 

Réponse : 

Il suffit d'appliquer à chacun des vecteurs du système le 
résultat de l'exercice 4. 

6. Soient O'R' et O'G' la somme géométrique et le mo- 
ment résultant d'un système de vecteurs par rapport à un 
point quelconque 0' de l'espace. Quand ce point 0' varie, 
le vecteur O'R' reste constant en grandeur, direction, sens, 
mais O'G' varie. 

Démontrer que la projection de O'G' sur O'R' est inva- 
riable. 
(On s'appuiera sur le résultat de l'exercice précédent.) 

7. Etant donné un système de vecteurs, on choisit un 
point quelconque A dans l'espace. Trouver le lieu géomé- 
trique des axes AB passant par A et tels que la somme des 
moments des vecteurs du système par rapport à chacun de 
ces axes soit nulle. 
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Réponse : 

Pour qu'un axe AB réponde à .la question, il faut et 
il suffit que cet axe soit perpendiculaire au moment résul- 
tant AG, du système de vecteurs donné, par rapport à A. 
Le lieu est le plan perpendiculaire à AG au point A. 

CHAPITRE IJ, 

1. Un train marchant d'un mouvement uniforme part de 
Paris à midi 3o™ et arrive à Epernay à 2''i7'"; la distance 
parcourue est de 142'^'". Quelle est la vitesse du train : 

1° En kilomètres à l'heure ; 
i"" En mètres à la seconde? 

2. Quand un point pesant est lancé dans le vide, suivant 
une Verticale Oa?, la loi du mouvement est, en prenant 
comme sens positif le sens de haut en bas, 

I 
2 

où ^ = 980 quand l'unité de longueur est le centimètre et 
l'unité de temps la seconde. 
Trouver la vitesse au temps t. 

Réponse : 

V = VQ->r gt, 

3. Calculer le temps que mettrait un point pesant à tomber 
de la tour EifTel (Soo*") en négligeant la résistance de l'air; 
calculer la vitesse avec laquelle il toucherait le sol. 

Réponse : 

En prenant pour unité de longueur le mètre et pour unité 
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de temps la seconde on a 



_ /i . 3oo 



soit, à peu près, 8 secondes; puis 

y = /a. 300.9, 808, 

soit, à peu près, 78™ à la seconde. 

4. Deux points m. et m' se meuvent sur deux droites pa- 
rallèles D et D' avec des mouvements uniformément accé- 
lérés d'accélérations respectives y et y'- Quel est le mouve- 
ment du point M milieu de la droite mm'? 

Réponse : 

Ce point décrit une parallèle aux deux droites d'un 
mouvement uniformément accéléré d'accélération {(y -\- y'). 

5. On considère une montre dont la grande aiguille a 2*" 
de longueur; étudier le mouvement de la projection de 
l'extrémité de l'aiguille sur le diamètre de la montre allant 
du point XII au point vi (le mouvement de l'extrémité de 
l'aiguille est supposé uniforme). 

Prenons, sur le diamètre xii-vi, le centre O comme ori- 
gine et le sens 0-xii comme positif : comptons le temps t. à 
partir de midi en secondes et les longueurs en centimètres; 
l'abscisse de la projection de l'extrémité de la grande aiguille, 
à l'instant f, sera 

ITZt TZt 

a? = 2 cos -— — = 2 cos 



3 600 1800 

Le mouvement rectiligne qu'il s'agit d'étudier est donc 
un mouvement vibratoire simple sur une droite (n" 54). 
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6. En prenant comme unité de longueur le centimètre et 
comme unité de temps la seconde, calculer les accélérations 
des extrémités de la petite et de la grande aiguille d'une 
montre, sachant que les longueurs de ces aiguilles sont i*''" 
et i*"",5. 

7. La Terre étant regardée comme un solide qui tourne 
uniformément autour d'un axe fixe (ligne des pôles) en 
24 heures moyennes moins 4 minutes, calculer la vitesse et 
l'accélération : 

I** D'un point de l'équateur; 

a° lyun point pris à Paris; 
en prenant comme unité de longueur le kilomètre et comme 
unité de temps la seconde. 

On regardera la Terre comme une sphère dont un grand 
cercle a 40000^™ de circonférence; la latitude de Paris est 
48°5o'. 

8. Un mobile parcourt, avec une vitesse constante ç, une 
trajectoire composée d'une portion rectiligne et d'un arc de 
cercle de rayon R qui se raccordent en un point A. Quelle 
est la variation que subit l'accélération au moment où le 
mobile franchit le point de raccordement A ? 

9. Un train animé d'une vitesse constante de So^"^ à 
l'heure décrit un arc de cercle dont le rayon est de 5oo™. 
Quelle est l'accélération d'un point du train, si l'on prend 
comme unité de temps la seconde et comme unité de lon- 
gueur le mètre? 

10. Une voiture est animée d'un mouvement de translation 
horizontal rectiligne et uniforme de vitesse V = 3™ à la 
seconde ; la pluie tombe verticalement et les gouttes ont 
une vitesse constante p = 4"* à la seconde. 

Appell et Chappuis, Leçons de Mécan. élém. 12 
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Quel est le mouvement d'une goutte de pluie par rapport 
à la voiture ? 



Réponse : 

Un mouvement rectiiigne uniforme dont la vitesse AiV est la 

différence géométrique des vecteurs v et V. La grandeur de \V 

est donc v^y 4- 16 = 5™ à la seconde, et l'angle a de VV avec 

3 
la verticale est donné par tahga = -• 

11. La grande aiguille d'une montre a 3''" de long., On im- 
prime à la montre un mouvement de translation rectiiigne 
et uniforme dont la vitesse est perpendiculaire au plan du 
cadran et égale à o""",o5 par seconde. 

Quelle est la courbe décrite par l'extrémité de la grande 
aiguille; quelle est la vitesse de cette extrémité? 

Réponse : 

La vitesse d'entraînement de l'extrémité de l'aiguille est, 
en millimètres à la seconde, un vecteur p<. normal au cadran 

Pc= o,o5; 

sa vitesse relative par rapport au cadran est un vecteur Vf. 
dans le plan du cadran 

607: 7: 
La vitesse résultante est 

^ = v/^'c- -r- ^r = 0,07- 

La trajectoire est une hélice dont on calculera le pas^ 



EXERCICKS. 179 

12. Un insecte marche le long de la grande aiguille d'une 
montre avec une vitesse de o*"*", i à la seconde : il part du 
centre à midi. Quelle est, en grandeur et direction, sa 
vitesse v à l'instant ^? 

Réponse : 

Prenons comme unité de longueur le millimètre et comme 

unité de tejnps la seconde. A l'instant /, l'insecte est à une 

distance 

/• = o, I ^ 

du centre. La vitesse relative par rapport à l'aiguille est 

t'/-= 0,1; 

sa vitesse d'entraînement v^ est perpendiculaire à l'aiguille 
et a pour valeur 

•ITZ 

La vitesse résultante v est sA^^~+"pJ; elle fait avec la 
perpendiculaire à l'aiguille un angle a tel que 

S>r 6o2 

tanga = — = . 

Ve ITZt 

Par exemple, au bout de 5 minutes, 

* = 5 X 60, tang a = - =1,91. 

13. Composition de deux mouvements rectilignes de 
même direction, — Une droite matérielle Oi^^i, d'extré- 
mité Oi, glisse sur une droite fixe Ox suivant une loi don- 
née : en même temps, un mobile M se meut sur Oja^i, sui- 
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vant une loi donnée, par rapport à OjO?!. Trouver le 
mouvement du point M par rapport à Ox. 

Réponse : 

Appelons Xi i'abseisse du point Oj par rapport à l'axe 
iixc 0^7; le point Oi étant Hé à la droite 0\^x^ la loi de son 
mouvement 

'^•i=/i(0 

est celle du mouvement de translation de la droite Oia?i. 

Appelons X'j, l'abscisse de M sur 0\Xx\ la loi du mouve- 
ment de M sur OiX\ étant donnée, on a 

L'abscisse x du point M par raj>port à Oa? est alors 

(l) X = Xi-\- x^. 

Cette équation définit le mouvement résultant de M par 
rapport k Ox, 

La vitesse résultante v de .M est la somme algébrique des 
vitesses t'i et v^ des deux mouvements rectilignes; raccélé- 
ration y de M est la somme des acct^érations yi et Yj des 
deux niou>ements. 

La relation (i) donne, en effet, par dérivation 





dx dxi 


dx9 

• 




dt ~ dt 


' dt ' 




d^x d^Xi 


. cl^^. 




dt^ ~ dt^ 


"~ dti 


Exemples : 







Composition de deux mouvements vibratoires parallèles 
et de même période. — Supposons que les deux inouve- 
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ments rectilignes parallèles considérés soient deux mouve- 
ments vibratoires parallèles caractérisés par une même 
période T, mais présentant une différence de phase; les 
équations de ces mouvements seront, par exemple, de la 
forme 

Xi = «1 sm -rp— > 
l'élongation x du mouvement résultant est 



X =1 Xi-h 



. ITZt . flTZt \ 

x^ = ai sin "Y" -+- «2 sin l -^ -4- aj 



ou, en développant, 

(2) X = ai sin — h a.^ sin -=- cosa 4- «2 cos -=— sin a. 

Démontrer que ce mouvement est un mouvement vibra- 
toire de même période. 

Réponse : 

Cherchons à mettre l'équation (2) sous la forme 

(3) a? = Asinf-= — h81« 

Nous trouvons 

A cos 8 = «1 H- «2 cos a, 
A sin 8 = «2 sin a; 

en ajoutant membre à membre, après av^oir élevé au carré, 
on a 

(4) • A2 = aj -f- a| 4- 2aia2C0sa 
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et en divisant membre à membre 



(5) tango = 



«1 H- cL-i cosa' 



la première de ces équations fait connaître l'amplitude du 
mouvement vibratoire résultant, la seconde donne la quan- 
tité qui définit sa phase. 

La valeur de A est toujours réelle, car le minimum de 
cosa est — j et dans ce cas l'expression de A est le carré de 
(«1 — «2); l'équation (5), de même, donne toujours une 
valeur réelle pour 0. 

Si cosa = I, on a 

A = «1 H- a-i'j 

les amplitudes s'ajoutent; si, au contraire, cosa= — i, on 
voit que 

A = «1 — a2, 

et si les amplitudes des deux mouvements superposés sont 
égales, A devient nul, l'amplitude du mouvement vibratoire 
s'annule; il y a extinction du mouvement vibratoire, phé- 
nomène auquel on donne le nom (^interférence. 

Mouvement périodiquement uniforme. — Composer un 
mouvement vibratoire simple avec un mouvement recti- 
ligne uniforme sur la droite sur laquelle s'exécute la 
vibration. 

Réponse : 
Soit 

l'équation du mouvement uniforme, où Po est une coirstante, 
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et soit 

x^:= a sin((o^ + 0) 

l'équation du mouvement vibratoire. 

L'équation du mouvement résultant sera, d'après les 
théorèmes précédents, 

(i) X =z xi-\- Xi= Xq-{- \?Qt -h as\ïi{{ùt -^h)\ 

la vitesse sera donnée par la formule 

dx 

(2) t» = — = ('0+ «w cos(to^ -1- 8) 

et l'accélération sera 

(3) -^ z=z — = — aca2sin((o^ -h 0). 

14. Imaginons, dans un plan a:Oy, une droite OR faisant 
avec Ox un angle 6 variable avec t; pendant que cette 
droite tourne, un point M glisse sur cette droite de telle 
façon que sa distance r = OM soit une fonction donnée de t. 
Calculer la vitesse absolue du point M. 

Réponse : 

La vitesse d'entraînement est perpendiculaire à OM et 
égale à 

la vitesse relative est dirigée suivant MR et a pour valeur 
algébrique 
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La vitesse V du mobile est la somme géométrique des 
deux. 



15. On considère le mouvement hélicoïdal uniforme d*un 
point comme résultant du mouvement de translation uni- 
forme d'un cercle C perpendiculairement à son plan et du 
mouvement circulaire uniforme d'un point M sur ce cercle ; 
mouvement étudié dans le texte. 

On demande d'étudier la projection du mouvement du 
point M sur un plan fixe Q parallèle au plan du cercle G, 
la projection se faisant parallèlement à une direction fixe D 
oblique au plan Q. Examiner le cas particulier où la direc- 
tion D des projetantes est parallèle à une tangente à l'hé- 
lice H lieu du point M. 

Réponse : 

Appelons p l'angle de la direction des projetantes avec la 
droite z'z décrite par le centre du cercle G dans l'espace et G 
la vitesse de ce centre; to la vitesse angulaire du point M 
sur le cercle C de rayon R. 

La projection du cercle G sur le plan Q est un cercle égal c 
dont le centre décrit une droite avec une vitesse 

^ = Gtangp. 

La projection de M est un point m qui décrit le cercle c 
avec la même vitesse angulaire w. 

Le mouvement demandé de m est donc le mouvement 
résultant du mouvement de translation rectiligne uniforme 
d'un cercle dans son plan, et du mouvement uniforme d*un 
point m sur ce cercle : la vitesse de translation étant ^ et la 
vitesse relative due à la rotation, toR. 

Si les projetantes sont parallèles à une tangente à l'hélice, 
P est égal à l'angle a sous lequel l'hélice coupe les généra- 
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trices du cylindre qui la porte; on a 

langP = tanga= -^> 

et, par suite, 

^= Rio. 



^ 



Le point m décrit alors une cycloïde. 



16. On ouvre une porte plane avec une vitesse angulaire 
constante; un insecte M monte sur la porte, parallèlement 
à l'axe de rotation, avec une vitesse constante; quelle est la 
courbe qu'il décrit dans l'espace? Quelle est sa vitesse 
résultante? 

Réponse : 

Hélice; vitesse constante. 

17. On ouvre une porte plane avec une vitesse angulaire 
constante; un insecte M monte sur la porte, avec une 
vitesse constante, suivant une droite qui rencontre l'axe de 
rotation. Étudier son mouvement résultant. Calculer sa 
vitesse. 

18. Considérons la Terre comme un solide qui tourne au- 
tour d'un axe fixe PP' en 24 heures moins 4 minutes. Un 
train décrit un parallèle terrestre avec une vitesse con- 
stante V, par rapport à la Terre. 

Quelle est la vitesse résultante du train? 

On envisagera successivement les deux hypothèses du 
train allant de l'est à l'ouest, ou de l'ouest à l'est. 

La vitesse résultante pourrait-elle être nulle? 

En supposant que le train ait une vitesse de 100''"* à 
l'heure, quel parallèle devrait-il décrire pour que sa 
vitesse résultante soit nulle? 
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19. Exemple de composition de rotations parallèles. — 
Un plateau horizontal tourne, avec une vitesse angulaire 
constante w, autour d'un axe vertical fixe O^; sur ce pla- 
teau est posée à plat une montre dont le centre est en O', 
de telle façon que, par rapport au plateau, la grande aiguille 
tourne autour de la verticale O' z' liée au plateau, avec une 
vitesse angulaire 

, 271 

(0 = - 

6()2 

Soient Oo) et O'w' les vecteurs représentatifs de ces rota- 
tions, déterminer la vitesse résultante d'un point quel- 
conque M de la grande aiguille. 

Réponse : 

Cette vitesse est à chaque instant le moment résultant des 
deux vecteurs Ow et O'o)' par rapport au point M. Si les 
deux rotations Oa> et O'to' sont égales et de sens contraires, 
l'aiguille est animée d'un mouvement de translation circu- 
laire. 

20. Même question en supposant la montre fixée sur le 
plateau dans une position quelconque. (Les rotations ne sont 
plus parallèles; la vitesse résultante de M est toujours le 
moment résultant, par rapport à M, des deux vecteurs repré- 
sentant les rotations.) 



FIN. 
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